Losungen zur Vorrundenpriifung 2014

Zuerst einige Bemerkungen zum Punkteschema. Eine vollstandige und korrekte Losung
einer Aufgabe ist jeweils 7 Punkte wert. Fiir Komplette Losungen mit kleineren Fehlern oder
Ungenauigkeiten, die aber keinen wesentlichen Einfluss auf die Richtigkeit der dargestellten
Losung haben, geben wir 6 Punkte. Bei unvollstandigen Losungen wird der Fortschritt und
der Erkenntnissgewinn bewertet (Teilpunkte). Oft gibt es mehrere Lésungen fiir ein Problem.
Versucht jemand zum Beispiel eine Aufgabe auf zwei verschiedenen Wegen zu losen, erreicht
auf dem ersten Weg 3 Punkte, auf dem zweiten 2 Punkte, dann wird seine Punktzahl nicht
5, sondern 3 sein. Punkte, die auf verschiedenen Wegen erreicht werden, sind also nicht
kumulierbar. Die unten angegebenen Bewertungsschemata sind nur Orientierungshilfe. Gibt
jemand eine alternative Losung, dann werden wir versuchen, die Punktzahl entsprechend
zu wahlen, dass fiir gleiche Leistung gleich viele Punkte verteilt werden. Die Schemata sind
stets wie folgt zu interpretieren :

Kommt jemand in seiner Losung bis und mit hierhin, dann gibt das soviele Punkte.
Ausnahmen von dieser Regel sind jeweils ausdriicklich deklariert.

Quelques remarques concernant le bareme. Une solution compléte et correcte d’un exer-
cice vaut 7 points. Pour des solutions completes avec quelques erreurs mineures ou des
imprécisions qui n’ont pas d’influence essentielle sur la justesse de la solution, nous donnons
6 points. Pour des solutions incomplétes nous évaluons le progres (points partiels). Souvent
il y a plusieurs solutions pour un probleme. Par exemple, si quelqu'un essaie de résoudre
un exercice de deux manieres différentes et obtient 3 points pour la premiere tentative et 2
points pour la deuxieme solution incomplete, alors son total de points ne sera pas 5 mais
3. Des points obtenus pour des solutions différentes ne sont pas cumulable. Les baremes
données ci-dessous sont une aide a ’orientation. Si quelqu’un donne une solution alternative,
nous essayerons de choisir le nombre de point juste pour que la méme performance vaut le
méme nombre de points. Les barémes sont a interpréter comme ceci :

Si quelqu’'un arrive dans une solution jusqu’a cet endroit, alors il obtient tant de points.
Des exceptions a cette regle sont mentionnées explicitement.



1. 1. Losung :

d ist ein Teiler von n, also konnen wir n = k- d schreiben, wobei k eine natiirliche Zahl
ist. n — d kénnen wir somit als (k — 1) - d schreiben. n — d ist ein Teiler von n, also
ist (k — 1) - d ein Teiler von k - d. Daraus konnen wir schliessen, dass k — 1 ein Teiler
von k sein muss. k — 1 teilt £k — 1 und &, also auch k — (k — 1) = 1. Dies ist aber nur
moglich, wenn k£ — 1 = 1, also k = 2 gilt. Aus n = k- d = 2d folgt, dass 2 ein Teiler
von n ist. Dies bedeutet, dass d = 2 gilt, da n ja keinen Teiler haben kann, der noch
kleiner als 2, aber gleichzeitig grosser als 1 ist. Mit d = 2 erhalten wir nun die einzige
Losung n = 2d = 4.

Zum Punkteschema : +1 Einen Ansatz mit n =k - d.

+2 k—1—k
+2 k=2
+2n=4
2. Losung :

n — d teilt n — d und n, also auch n — (n — d) = d. Wir wollen zeigen, dass d eine
Primzahl ist. Nehme an, es gabe einen Teiler ¢ von d, fiir den 1 < t < d gilt. Dann ist ¢
aber auch ein Teiler von n und somit ist d nicht der kleinste positive Teiler von n, der
grosser als 1 ist, Widerspruch. d muss also eine Primzahl sein. Dies bedeutet natiirlich,
dass d nur die Teiler 1 und d besitzt. Folglich muss n —d = 1 oder n — d = d gelten,
da n — d ein Teiler von d ist.

Im Fall n — d = 1 teilt d die linke Seite, also auch die rechte, d.h. d teilt 1. Dies ist
aber nicht moglich, da d grosser als 1 ist.

Im Fall n — d = d gilt n = 2d. Wie in der 1. Losung konnen wir hieraus folgern, dass
n = 4 gilt.

Zum Punkteschema : +2 n — d|d

+1 d ist eine Primzahl.

+1 fiir eine Fallunterscheidung fir n —d =1 oder n —d =d
+2 fiir den ersten Fall 1osen

+1 fiir den zweiten Fall 16sen

3. Losung :

Wie in der 2. Losung leiten wir wieder her, dass n — d ein Teiler von d ist. d ist nicht
0, also gilt n —d < d, was aquivalent zu n < 2d ist. Da d ein Teiler von n ist, kommen
nur noch die Moglichkeiten n = d und n = 2d in Frage. Die erste Moglichkeit fiihrt
uns auf keine Losung, da n —d = 0 ist, und 0 keine Zahlen ausser sich selbst teilt. Die
zweite Moglichkeit gibt uns wie in der 1. Losung wieder n = 4.

Zum Punkteschema : +2 n — d|d
+1n—-d<d



+1 fiir eine Fallunterscheidung n = d oder n = 2d
+2 fiir den ersten Fall 16sen
+1 fiir den zweiten Fall 16sen



2. Deux cercles ki, ko ayant pour centres M; resp. M, se coupent aux points A et B. La
tangente a k; par A coupe ko une nouvelle fois au point P. De plus, la droite M;B
coupe aussi une nouvelle fois ko au point (). Supposons que @) se trouve en dehors de
ky et que P # . Prouver que P(Q) est parallele a M M,.

1%t solution : Posons a@ = ZBM;M,. Comme les triangles AM; AM, et AM;BM,

FIGURE 1 — 1% solution de l'exercice 2.
sont égaux, ZAM; M, = o Par le théoreme de ’angle tangent,
/BAP = %ZBMlA = a.
Or BQPA est un quadrilatere inscrit au cercle ko, donc
/BQP = 180° — a.
Ainsi P(Q) est parallele a M; M, car
/ZPQM; =180° — a = 180° — ZQ M M.

Zum Punkteschema :

+1 fiir die Strategie, die beiden Winkel zu vergleichen
+1 fiir das Erkennen der Symmetrie (L MMy A = ZMsM,B)



+2 fiir Zusammenhang zwischen Z/BAP und Winkel im Dreieck AM; B
+1 fir ZBAP = /MM B

+1 erkennen des Sehnenvierecks ABQP.

+1 fir ZPQB =180° — ZBAP

2éme

solution : Appelons Z le point d’intersection de AP avec M;Ms;. Posons =

FIGURE 2 — 22™ golution de 'exercice 2.

ZAZ M. On remarque que le quadrilatere AM; BZ est inscrit car on y trouve un angle
droit en A et par symétrie aussi en B. Ainsi

/MBA = /M, ZA = 5.

Donc ZABQ = 180° — 3 et de plus, comme le quadrilatere ABQ P est inscrit au cercle
ks on trouve

/APQ = 180° — ZABQ = B.

On en déduit que les deux droites sont paralleles.



3. Als erstes stellen wir mal fest, dass keine Ziffer mehrfach auftreten kann. Wir fixieren
die acht Ziffern, die wir zur Zusammenstellung einer solchen Zahl benutzen mochten,
und unterscheiden dabei, ob 0 eine dieser Ziffern ist oder nicht.

— 0 ist keine dieser Ziffern : Wir haben (Z) Moglichkeiten, die 8 Ziffern auszuwahlen,
aus denen wir unsere Zahl zusammenstellen mochten. Seien d; < dy < ... < dg diese
ausgewahlten Ziffern. Der Trick ist nun, dass wir die Zahl von rechts aufbauen. Fiir
die Stelle ganz rechts, also die Einerstelle, kommen nur d; und dg in Frage. Stellen
wir namlich eine andere Ziffer an diese Stelle, so befinden sich sowohl d; als auch dg
links von dieser Ziffer, und somit kann diese Ziffer nicht grosser oder kleiner als alle
Ziffern links von ihr sein.

Wir haben also 2 Moglichkeiten, wie wir die Stelle ganz rechts besetzen konnen. Wie
sieht es aus mit der zweiten Stelle von rechts ? Zuerst einmal konnen wir feststellen,
dass wir die Stelle ganz rechts nicht mehr beachten miissen, da die dort platzierte
Ziffer auf jeden Fall die gewiinschte Bedingung erfiillt. Fiir die zweite Stelle von
rechts konnen wir wieder dasselbe Argument wie oben benutzen, d.h. es kommt nur
die grosste oder kleinste der verbleibenden Ziffern in Frage und wir haben wieder 2
Moglichkeiten. Wir sehen, dass wir fiir jede Stelle 2 Moglichkeiten haben, ausser fiir
die ganz links, fiir welche dann klarerweise nur noch eine Ziffer tibrig bleibt.
Insgesamt gibt es in diesem Fall also (g) - 27 mogliche Zahlen.

— 0 ist eine dieser Ziffern : Wir haben noch (?) Moglichkeiten, die restlichen Ziffern
auszuwahlen. Prinzipiell konnen wir die Anzahl Zahlen wie oben zahlen und erhalten
27. Wir miissen aber noch die Zahlen abziehen, bei denen 0 an erster Stelle steht,
da diese Zahlen nicht achtstellig sind. Wir miissen uns also fragen : Wie viele Zah-
len gibt es, welche die gewiinschte Bedingung erfiillen, bei denen 0 an erster Stelle
steht und die restlichen 7 Ziffern schon fixiert sind ? Seien d; < dy < ... < d diese
restlichen Ziffern. Wenn d; nicht ganz rechts steht, ist die Ziffer ganz rechts kleiner
als dy und grosser als 0, also nicht grosser oder kleiner als alle Ziffern links von ihr.
Folglich steht d; an der Stelle ganz rechts. Mit demselben Argument sehen wir, dass
die Zahl nur die Form 0d;dydsdsdsdgd; haben kann, d.h. wir miissen 1 Moglichkeit
wieder abziehen.

Insgesamt gibt es in diesem Fall also (g) - (27 — 1) Moglichkeiten.

Wenn wir diese Ausdriicke aufsummieren und ausrechnen, erhalten wir, dass es 5724

solcher Zahlen gibt.



4. 1. Losung Wir fixieren zuerst einen beliebigen Eckpunkt P des 11-Ecks. Da 11 eine
ungerade Zahl ist, gibt es fiir jeden von P verschiedenen Eckpunkt E genau einen
weiteren Eckpunkt F', sodass die Strecken PE und PF gleichlang sind. Folglich gibt es
5 gleichschenklige Dreiecke, welche aus erlaubten Strecken bestehen und P als Spitze
haben. Insgesamt gibt es also 11 % 5 = 55 verschiedene gleichschenklige Dreiecke.

Als Schubfach betrachten wir die Kanten eines gleichschenkligen Dreiecks. Es gibt also
55 Schubfiacher. Wenn aus einem Schubfach zwei Strecken eingezeichnet sind, dann kann
man diese natiirlich durch Hinzufligen einer weiteren Strecke zu einem gleichschenkligen

Dreieck erweitern.

Insgesamt werden % = 22 Strecken eingezeichnet. Doch jede dieser Strecken gehort

zu drei verschiedenen Schubfachern, denn es gibt drei verschiedene gleichschenklige
Dreiecke, welche diese Strecke als Seite enthalten. Also verteilen wir insgesamt 66
Perlen.

Nach dem Schubfachprinzip gibt es also mindestens ein Schubfach, welches zwei Perlen
enthélt. In anderen Worten heisst das, dass zwei Strecken eingezeichnet sind, welche
Seiten eines gleichschenkligen Dreiecks sind. Diese kénnen nun mithilfe einer weiteren
Strecke zu einem gleichschenkligen Dreieck ergéanzt werden.

— 1 Punkt fiir : Es sind 22 Strecken eingezeichnet.

— 1 Punkt fiir : Es gibt 55 gleichschenklige Dreiecke.

— 3 Punkte fiir : Jede Strecke kommt in 3 gleichschenkligen Dreiecken vor und somit
werden 66 Perlen auf 55 Schubfacher aufgeteilt.

— 2 Punkte fiir fehlerfreie Zuendefithrung der Argumentation.

2. Lésung Wir nennen eine Strecke AB eine Parallele zum Punkt C| falls die Distanz
von A nach C' gleich der Distanz von B nach C' ist und somit ABC' ein gleichschenk-
liges Dreieck ist.das Dreieck ABC' gleichschenklig ist. Bemerke dass jede Strecke eine
Parallele zu genau einem Punkt ist. Es gibt 22 eingezeichnete Strecken und somit 22
eingezeichnete Parallelen. Da es 11 Punkte gibt, gibt es nach dem Schubfachprinzip
einen Punkt mit mindestens 2 eingezeichneten Parallelen. Dieser Punkt ist zusatzlich
mit 4 anderen Punkten verbunden. Entweder ist er mit einem Endpunkt einer seiner
Parallelen verbunden oder von ihm gehen zwei Strecken derselben Lange aus. In beiden
Fillen kann mit einer Strecke ein gleichschenkliges Dreieck vervollstandigt werden.



5. 1. Losung Zuerst sieht man, dass p = 2 keine Losung gibt und n > m. Zudem konnen
wir m und n teilerfremd wihlen. Nun gilt ggt(p + 1,p* +1 = ggt(p + 1,2p) = 2. Wir
schreiben die Gleichung nun als

p2+1m2 _ p+1n2
2 o2
Da jeder der beiden Faktoren links teilerfremd zu einem der Faktoren rechts ist erhalten
wir

pPP+1 = 2n? (1)
p+1 = 2m’ (2)

Wir subtrahieren die beiden Seiten voneinander und faktorisieren
p(p—1) =2n* — 2m? = 2(n — m)(n +m). (3)

Da p ungerade ist konnen wir nun zwei Falle unterscheiden.

1. Fall p|n —m : Dann gilt 2(n +m)|p — 1 und somit 2(n +m) <p—1<p <n—m,
was ein Wiederspruch ist.

2.Fall p|n +m : Dann gilt 2(n — m)|p — 1 und somit 2(n —m) < n+m, also n < 3m.
Insgesammt also % = :1—22 < 9. Mit der Abschatzung % > p — 1 sieht man, dass
man nun noch die Primzahlen kleiner 10 iiberpriifen muss und findet als einzige Losung

p=T.

2. Losung Wir argumentieren gleich wie oben ausser im 2. Fall. Denn aus den Glei-
chungen (1) und (2) folgt insbesondere, dass m,n < p, also n +m < 2p. Somit folgt
aus p|n + m sogar p = n + m. Dies konnen wir nun in (3) einsetzen und erhalten
p—1 = 2(p — 2m) und schliesslich m = 2. Dies setzten wir nun in (2) ein und
erhalten p? — 6p — 7 = 0 mit der einzigen positiven Losung p = 7.

Zum Punkteschema : Fir die Gleichungen (1) und (2) gab es einen Punkt. Gleichung

(3) und die Behandlung des ersten Falles gaben je einen weiteren Punkt. In der ersten

Losung gab die Abschitzung ;}TQZ < 9 zwei weitere Punkte und dann nochmals zwei,

falls man fertig wird. In der zweiten Losung gab es fiir die Gleichung p = = + y zwei
Punkte und nochmals zwei, falls man das Gleichungssytem richtig auflost.



