Schweizer IMO - Selektion 1998

erste Priifung - 7. Mai 1998

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sei f: R\ {0} — R eine Funktion, fiir welche gilt
(a) f(z) = fly) = f(2)f(;) = F(3)f(y) fiw alle 2,y € R\ {0},

(b) f nimmt den Wert 1/2 mindestens einmal an.

Bestimme f(—1).

2. Bestimme alle ganzzahligen und nichtnegativen Losungen (z,y, z) der Gleichung

x+2+y+2 2+z+2

3. Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Bestimme (ohne Ableitungen zu beniitzen) das
Minimum der Funktion

f(x) =vVa2+ 22 +/(b—2)2+ 2

4. Man bestimme alle Zahlen n, fiir welche gilt:
Es gibt eine Moglichkeit, ein Quadrat in n Teilquadrate zu zerschneiden.

5. Es sei k ein Kreis und A, B seien zwei Punkte auf k. In diesen Punkten werden die
Tangenten an k gezeichnet und im gleichen Umlaufsinn die gleich langen Tangentenab-
schnitte AP und B(Q abgetragen. Beweise, dass die Strecke P(Q) von der Geraden AB
halbiert wird.



Schweizer IMO - Selektion 1998

zweite Priiffung - 23. Mai 1998

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Bestimme alle Primzahlen p, sodass p?+11 genau 6 verschiedene positive Teiler besitzt.

2. Betrachte eine n x n-Matrix, bei der im Feld der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Eintrag
1+ 7 — 1 steht. Welches ist das kleinstmogliche Produkt von n Zahlen dieser Matrix,
wenn gefordert wird, dass in jeder Zeile und jeder Spalte einer dieser n Zahlen steht?

3. Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck und P ein Punkt in dessen Innern. Die Geraden
AP, BP und CP schneiden die Seiten BC', CA und AB in den Punkten X, Y und Z.
Beweise, dass gilt

XV|-|[VZ|-|ZX| > |XB|-[YC|-|ZA].

4. Zeige, dass fiir alle positiven Zahlen x und y gilt
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5. Fiir die Funktion f: R — R gilt

(a) |f(x)] <1 fiir alle z € R,
(b) fla+52)+ f(x)=flx+5)+ flx+32) firallexzeR.

Zeige, dass f periodisch ist.



