Losungen zur IMO-Selektionspriitung 2014

1. Trouver toutes les fonctions f : N — N telles que pour tous m,n € N, on ait

m? + f(n)mf(m) +n

17¢solution:
Avec m = n, on obtient m? + f(m)|mf(m) + m.

= m? + f(m)|mf(m) + m —m(m*+ f(m)) = m?* + f(m)/m* —m

Donc, avec m =2, on a 4+ f(2)|6 et comme f(2) > 0, on a f(2) = 2.

Substituons m = 2 au départ, on a 4 + f(n)|4 + n et donc n > f(n), Vn € N. En
particulier, 0 < f(1) <1 et donc f(1) = 1.

De plus, on a m? + f(m)|mf(m) +m, et donc f(m) > m, Vm € N — {1}.

On en conclut que f(n) =n, ¥n € N, qui est bien une solution.

2°Mesolution:

Posons m = f(n), on obtient f(n)?+ f(n)|f(n)f(f(n))+ n et donc f(n)|n. En parti-
culier, f(n) <nVneNet f(1)=1.

En posant n = 1, on obtient m < f(m), Vm € N. On conlcut de la m¢me manicre.

2. Gegeben sind 2n Chips, die in einer Reihe liegen. In einem Zug kann man zwei benach-
barte Chips vertauschen. Wieviele Ziige muss man machen, damit jeder Chip einmal
am Anfang und einmal am Ende der Reihe war?

Lésung:

Man muss insgesamt 3n? — 2n Ziige machen.

Untere Schranke:

Wir zdhlen, wie oft alle Chips zusammen um eins verschoben werden miissen.

Jeder Chip wird sicher von seiner Anfangsposition bis zum néheren Rand, vom einen
Rand zum anderen Rand und vom anderen Rand zu seiner Endposition verschoben. Ein
Chip an der Position ¢ muss bis zum néaheren Rand i—1 respektive 2n—i verschoben wer-
den. Da am Anfang alle Positionen besetzt sind, miissen alle Chips zusammen von ihren
Anfangspositionen zum je niheren Rand mindestens > (i — 1) + 22" a(2n—i) =
237" (1 — 1) verschoben werden. Da am Ende ebenfalls alle Positionen besetzt sind,
miissen alle Chips zusammen vom anderen Rand zur jeweiligen Endposition mindestens
237" (i — 1) verschoben werden. Dann muss jeder Chip noch vom einen Rand zum
anderen Rand verschoben werden, pro Chip sind das 2n — 1 Verschiebungen, also insge-
samt 2n(2n —1). Zusammengezihlt gibt das auf 43" (i —1)+2n(2n—1) = 6n* —4n.
Da ein Zug zwei Chips verschiebt, folgt daraus die gewiinschte untere Schranke.



Konstruktion:

Idee: Wir schieben alle Chips auf der linken Hélfte zuerst zum linken Rand und al-
le Chips auf der rechten Halfte zuerst zum rechten Rand. Dann vertauschen wir die
beiden Hélften der Chips. Danach schicken wir jeden Chip noch zum jeweils anderen
Rand.

Nun geben wir eine Konstruktion an, die dies macht, und zéhlen, wie viele Schritte wir
dazu brauchen.

Der erste Chip ist schon am linken Rand. Den zweiten schicken wir mit einem Zug an
den linken Rand, dann den dritten mit zwei Ziigen, ... , und zuletzt noch den n — 1ten
mit n — 1 Ziigen. Dies gibt insgesamt Y. (i — 1). Wegen Symmetrie der Situation
brauchen wir gleich viele Ziige, um alle Chips auf der rechten Seite zum rechten Rand
zu schieben.

Nun vertauschen wir die beiden Hélften der Chips. Dazu benennen wir die linke Hélfte
der Chips mit Lq,..., L, und die rechte Hélfte mit Ry,... R, und wenden folgende
Verschiebungen an:

Ly |...|Lyo| Lpy | L,| Ry . | Ry
Ly | ...| Lypo| Lypq | Ri| .. R, | L,
Ly L,o| Ry | ..| Ry, | Ly | Ly,
Ry | ... R, Ly v | Lpn—o | Lpn—y | Ly,

Dies braucht insgesamt n? Ziige, da jeder der L;-Chips um n nach rechts verschoben
wird.

Nun miissen noch alle L;-Chips den rechten Rand und alle R;-Chips den linken Rand
besuchen. Dies ist analog zur der Situation, als wir alle linken Chips zum linken und alle
rechten Chips zum rechten Rand geschoben haben, braucht also insgesamt 2 )" | (i—1)
Ziige. Wir rechnen alle gebrauchten Ziige zusammen und kommen wie beabsichtigt auf
3n? — 2n.

. Gegeben sind 4 Punkte in der Ebene, sodass die 4 Dreiecke, die sie aufspannen, alle
denselben Inkreisradius haben. Zeige, dass die 4 Dreiecke kongruent sind.

1. Losung:

Seien A, B,C und D die vier Punkte. Zuerst bemerken wir, dass D ausserhalb des
Dreiecks ABC' liegen muss, da sonst die Inkreise der anderen drei Dreiecke strikt klei-
nere Radius hétten als ABC. Wir kénnen also 0.B.d.A annehmen, dass ABCD ein
konvexes Viereck bilden.

Seien nun Iy, I, I3 und I die Inkreismittelpunkte der Dreiecke DAB, ABC, BC'D re-
sp. CDA. Nach Voraussetzung ist jede Seite von I 15131, parallel zu einer von ABC'D.
Weiter definieren wir X und Y als die Lote von I; und I, auf die Strecke AB. Wiederum
nach Voraussetzung gilt 1, = XY. Zudem haben wir

AX:AB+A2D—BD undYB:BC+BQA_AC,




also

BD + AC  AD + BC

2 2 '
Fiir I314 erhdlt man das selbe Resultat, wobei man in obigem Ausdruck A mit C' und
B mit D vertauschen muss, aber das dndert den Ausdruck offensichtlich nicht. Folglich
gilt I1I, = I3y und analog auch I,I3 = I4Iy, also ist [;15151, ein Parallelogramm,
womit auch ABC'D eins sein muss.
Nun gilt fiir ein beliebiges Dreieck mit Flache F', Umfang U und Inkreisradius r die
Formel F' = % Da ABCD ein Parallelogramm ist, haben ABC und ABD dieselbe
Flache und somit auch den selben Umfang. Wegen BC' = AD folgt also AC = BD.
Folglich ist ABCD ein Parallelogramm, in welchem beide Diagonalen gleich lang sind,
also ein Rechteck. Die Aussage ist nun offensichtlich.

LI,=XY =AB—-AX — BY =

2. Losung:
Wir beweisen zunéchst das folgende Lemma:

Lemma 1. Sind ABC und DEF zwei Dreiecke mit AB = DFE, /BAC > ZEDF und
LCBA > /ZFED, dann hat das Dreieck ABC' einen grisseren Inkreisradius.

Beweis. Wir versetzen das Dreieck DEF auf das Dreieck ABC, sodass D auf A, E
auf B und F auf derselben Seite der Geraden AB wie C' zu liegen kommt. Seien [ und
J die Inkreismittelpunkte der Dreiecke ABC und DEF. Wegen /BAI = %ABAC’ >
%AEDF = /ZEDJ und ZIBA = %ACBA > %ZFED = ZJED liegt J im Innern
des Dreiecks ABI. Somit hat I einen grosseren Abstand zur Seite AB als J. Da diese
Absténde aber gerade die Inkreisradien der Dreiecke ABC und D E'F sind, folgt hieraus,
dass das Dreieck ABC' einen grosseren Inkreisradius hat. O

Bemerkung 1. Wie man sich leicht iiberlegt, gilt das Lemma auch noch, wenn man bei
einer der beiden Winkelungleichungen das Ungleichheitszeichen durch ein Gleichheits-
zeichen ersetzt.

Wir nennen die 4 gegebenen Punkte A, B, C' und D. Aus dem Lemma folgt sofort, dass
das Viereck ABC'D konvex sein muss.

Sei r der Inkreisradius der 4 Dreiecke. In den folgenden Umformungen benutzen wir,
dass die Flache eines Dreiecks gleich gross ist wie die Halfte des Produkts aus Inkreis-
radius und Umfang:

2[ABCD] = 2[ABCD)]
2[ABC] + 2[ACD)] = 2[ABD] + 2[DBC]
r-(AB + BC + CA) +1-(AC + CD + DA) =r - (AB + BD + DA) +r - (DB + BC + CD)
AB + BC +CA+ AC +CD + DA = AB + BD + DA+ DB + BC + CD
2AC = 2BD
AC = BD



Die Diagonalen des Vierecks ABC'D sind somit gleich lang. Wir setzen nun die 4
Dreiecke zu einer Raute EFGH zusammen (siehe Abbildung). Nach Konstruktion der
Raute gibt es im Innern einen Punkt P, sodass die Dreiecke FF P, FGP, GHP und
HEP gerade Kopien der urspriinglichen Dreiecke sind. Wir wissen also, dass auch diese
neuen Dreiecke denselben Inkreisradius besitzen.

Sei O der Diagonalenschnittpunkt der Raute. Wenn wir zeigen konnen, dass O = P gilt,
sind wir fertig, denn jede Raute wird durch die Diagonalen in 4 kongruente Dreiecke
unterteilt.

Angenommen, der Punkt P liege im Innern des Dreiecks OGH. Dann gilt:

/HGP < Z/ZHGO = ZFFEO < LFEP

/PHG < ZOHG = ZOFFE < ZPFFE

Wir kénnen also das Lemma auf die Dreiecke GH P und EF P anwenden und erhalten,
dass das Dreieck EF' P einen grosseren Inkreisradius besitzt, Widerspruch.

Analog kann gezeigt werden, dass P auch nicht im Innern der anderen Dreiecke oder
im Innern der Strecken EFO, FO, GO und HO liegen kann. Somit folgt P = O und wir
sind fertig.

. Bestimme alle Polynome P mit reellen Koeffizienten, sodass fiir alle x € R gilt:

(r 4+2014)P(z) = 2P(x + 1)

Losung:
Setzt man = = 0 sieht man, dass P(0) = 0 gelten muss. Setzt man nun z = —1 folgt
P(—1) = 0 usw. Somit sehen wir, dass 0,—1,—2,...,—2013 alles Nullstellen von P

sind. Wir zeigen nun, dass der Grad n von P genau 2014 sein muss. Dazu schreiben



wir P(X) = a, X" + a, 1 X" ' + -+ + a; X + ap mit a, # 0. Da beide Seiten der
Gleichung Polynome vom Grad n + 1 sind, welche fiir alle x € R gleich sind, miissen
auch alle Koeffizienten gleich sein. Betrache nun den Koeffizienten von X™ auf beiden
Seiten. Auf der linken Seite erhalten wir 2014a,, + a,—; und auf der rechten Seite
(’f) ap + ap_1 = na, +a,_1. Wegen a,, # 0 gilt also 2014 = n. Somit ist P ein Polynom
vom Grad 2014 mit 2014 Nullstellen, folglich existiert ein ¢ € R, sodass gilt

P(X)=c¢(X +2013)(X +2012)... (X + 1) X.
Einsetzen zeigt, dass alle solchen P die Gleichung erfiillen.

. Sei ABC' ein Dreieck, in welchem o« = ZBAC' der strikt kleinste Winkel ist, und P
ein Punkt auf der Seite BC. Weiter sei D ein Punkt auf der Geraden AB, sodass B
zwischen A und D liegt und ZBPD = « gilt, und F ein Punkt auf der Geraden AC,
sodass C' zwischen A und F liegt und ZEPC = « gilt. Zeige, dass sich die Geraden
AP, BE und CD genau dann in einem Punkt schneiden, wenn AP und BC' senkrecht
aufeinander stehen.

Lésung:

Sei F' der Schnittpunkt der Geraden FP und AD und sei G der Schnittpunkt der
Geraden DP und AFE. Weiter sei S der Schnittpunkt der Geraden BE und C'D und T
der Schnittpunkt der Geraden BG und C'F. Da E,C,G und D, B, F' jeweils auf einer
Geraden liegen, konnen wir Pappus anwenden und erhalten, dass S, P und T ebenfalls
auf einer Geraden liegen.

Wir bemerken nun, dass sich AP, BE und C'D genau dann in einem Punkt schneiden,

wenn die Geraden AP und PT zusammenfallen. Und dies ist genau dann der Fall,



wenn T auf der Strecke AP liegt.

Es geniigt also zu zeigen, dass AP und BC' genau dann senkrecht aufeinander stehen,
wenn T auf der Strecke AP liegt.

Wir stellen noch fest, dass wegen /FPB = /ZEPC = ZBAC das Viereck PCAF ein
Sehnenviereck ist und aus analogen Griinden auch PGAB.

(a) Wenn AP und BC' senkrecht aufeinander stehen, dann liegt 7" auf der Strecke
AP: Nach dem Peripheriewinkelsatz an oben gefundenen Sehnenvierecken gilt
/AGB = ZAPB = 90° und ZCFA = ZCPA = 90°, also sind BG und CF
Hohen im Dreieck ABC'. Das bedeutet, dass T der Hohenschnittpunkt ist und
somit auch auf der Hohe durch A liegt. Dies ist aber gerade die Strecke AP, und
somit liegt T" auf AP.

(b) Wenn T" auf der Strecke AP liegt, dann stehen AP und BC senkrecht aufeinander:
Nach dem Peripheriewinkelsatz gilt Z/TCP = ZFCP = /FAP = /BAP =
/BGP = /TGP, woraus folgt, dass auch CGTP ein Sehnenviereck ist. Hiermit
erhalten wir nun:

LCOPT = LAGT = LZAGB = ZAPB = /TPB

Daraus folgt sofort, dass AP und BC senkrecht aufeinander stehen und wir sind
fertig.



6. Montrer qu’il n’existe pas deux nombres entiers naturels distincts tels que leur moy-
enne harmonique, géométrique, arithmétique et quadratique soient toutes des nombres
entiers naturels.

Solution:

Supposons que a, b satisfont les hypotheéses. Posons d = pged(a,b) et a = dx, b = dy.
Alinsi, on voit par la moyenne arithmétique que z,y sont impairs, et par la moyenne
géométrique, comme (z,y) = 1, que z,y sont des carrés parfaits. Pour z = x% et
y = y2, la moyenne quadratique nous dit qu’il doit exister un entier naturel z tel que
i + oyt = 222

Or, cette équation est équivalente (comme x7, 25 sont impairs) a (
Donc il faut trouver des nombres naturels p, g, r tels que

4_,4
%)2 = 2t —(z19n)".

r2 = pt — g

Traitons cette équation en toute généralité. On peut supposer SDPG que (p,q) = 1,
on sait qu'il doit exister une solution minimale (py, go, 7o) (telle que pogore est minimal
par exemple). 2 cas se présentent & nous :

1) Si q est pair, par les triplets de Pythagore, il existe deux entiers m, n premiers entre
eux tels que p? = m2+n? et ¢> = 2mn. De nouveau par les triplets de Pythagore, il
existe my, ny tel que mn = 2myng(mi—n3). Ainsi, (£)? = myny(mf—nf). Comme
my et nq sont premiers entre eux, les trois facteurs de ’expression précédente sont

des carrés parfaits, disons m; = p?, my = ¢7 et m3 —n3 = r?. Ainsi,

2 4 4
"n=P1—q

On a donc réussi a créer une solution plus petite que la solution minimale vu que
piqim1 = 4 < pgr, contradiction.

2) Si g est impair, on fait de meme : p* = m? + n? et ¢> = m? — n?. Donc (pq)? =

m* —n?. Or, pgr = 2mnpq > mnpq. Donc nous avons dans ce cas aussi construit
une solution plus petite, contradiction.

2

7. Die zwei Kreise w; und ws berithren sich im Punkt A und liegen innerhalb des Kreises
Q). Dabei berihrt w; den Kreis €2 im Punkt B und w, bertihrt € im Punkt C. Die
Gerade AC schneidet w; ein weiteres Mal im Punkt D.

Zeige, dass DBC' ein rechtwinkliges Dreieck ist, falls A, B und C nicht auf einer Ge-
raden liegen.

1. Losung:
Sei O der Mittelpunkt von §2 und seien M; und M, die Mittelpunkte von w; respektive
wy. Nach Voraussetzung liegen M;, A, M, auf einer Geraden. Dasselbe gilt auch fiir



B, M;,0 und C, M,, O.
Sei E/ der zweite Schnittpunkt von BC und w;. Weiter definieren wir o« = ZM,C' A und
8 = ZACB. Nun gilt:

ZMlDA = ADAMl = ZCAMQ == AMQCA =

LMEB = ZEBM, = ZCBO = Z0CB =a+f

Wegen /M EB = ZM>C B sind die Strecken My E und MsC' parallel. Dann ist ZEM; A
als Wechselwinkel aber gerade gleich gross wie ZOM,A, und der ist nach dem Aussen-
winkelsatz am Dreieck AC' M, 2.

Hieraus folgt nun ZEM A+ ZAM; D = 2a + (180° — 2«r) = 180°, das heisst E, My, D
liegen auf einer Geraden. Dann ist B aber ein Punkt auf dem Thaleskreis iiber £D
und somit gilt ZEBD = 90°.

2. Losung:

Sei F der zweite Schnittpunkt von AB und w». Da sich w; und wy in A beriihren, exis-
tiert eine zentrische Streckung mit Streckzentrum A, die den Kreis w; auf wy abbildet.
Dabei wird B auf F und D auf C' abgebildet, folglich sind die Dreiecke ADB und ACE
ahnlich. Ausserdem folgt daraus auch, dass BD und C'E parallel sind.

Seien D’ und A; die weiteren Schnittpunkte von Q mit BD respektive BA. Da sich w;



und () in B beriihren, existiert eine zentrische Streckung mit Streckzentrum B, die D
auf D' und A auf A, abbildet. Somit sind die Dreiecke ADB und A;D’B ahnlich.
Analog definieren wir £’ und A, als die weiteren Schnittpunkte von €2 mit C'E respek-
tive C'A. Hier erhalten wir, dass die Dreiecke ACE und A,CE'’ dhnlich sind.
Insgesamt konnen wir schliessen, dass die Dreiecke A;D'B und A;CE’ dhnlich sind.
Da beide Dreiecke denselben Umbkreisradius besitzen, sind sie sogar kongruent. Ent-
sprechende Seiten sind somit gleich lang, was uns BD’ = CE’ liefert. Wie wir bereits
festgestellt haben, sind BD und C'E parallel, also auch BD' und CE’. BD' und C'E’
sind daher parallele Sehnen in €2 mit gleicher Lénge, woraus wir folgern kénnen, dass
BCE'D' ein Rechteck ist. Die Aussage folgt nun sofort.

. Finde alle Funktionen f : R — R, sodass fiir alle x,y € R gilt:
F(f (@) —y*) = (=) + 4 f(y) — 2f ()

Losung
Zuerst setzten wir £ = 0 und erhalten

FOF0) =4 =" f(y) — £(0).

Nun #ndert sich die linke Seite offensichtlich nicht, wenn wir y durch —y ersetzten,
also auch nicht die rechte und wir erhalten y? f(y) = y?f(—y) fiir alle y € R und somit
auch

fly) = f(—y). (1)



Als néchstes setzten wir x = y = 1 und erhalten f(f(1) — 1) = 0, also hat f eine
Nullstelle @ € R. Nun erhalten wir mit z = y = a die Gleichung f(—a?) = — f(a?) und
somit wegen (1) auch f(a?) = 0. Mit z = a und y = 0 sehen wir f(0) = f(a?) — 2f(0)
und somit f(0) = 0.

Nun setzten wir = 0, verwenden wieder (1) und erhalten

FW?) =v*fy). (2)

Mit z = y und (2) sehen wir, dass die rechte Seite sich zu 0 addiert und somit folgt fiir
allez € R

f(f(z) — =) =0. (3)

Die Idee ist nun, dass f den Wert 0 entweder nur bei 0 annimmt oder sont konstant 0
sein muss. Dazu nehme an es gibt eine reelle Zahl b # 0 mit f(b) = 0, dann gilt wegen
(2) auch f(b*) = 0 und wenn wir schliesslich x = b in die urspriingliche Gleichung
einsetzen und (1) und (2) verwenden finden wir fiir alle y € R

f(by) = 0.

Nach Annahme ist b # 0 und somit kann by jeden reellen Wert annehmen und wir
sehen, dass f(x) = 0 fiir alle x € R gelten muss, was in der Tat eine Losung ist.

Falls nun kein b # 0 mit f(b) = 0 existiert folgt aus (3) sofort, dass f(x) = z? fiir alle
x € R gelten muss. Man sieht leicht, dass dies in der Tat eine Losung ist.

. Sei n eine nattirliche Zahl und A = {P,, P,,..., P,} eine Menge von n Punkten in
der Ebene, von denen keine drei auf einer Geraden liegen. Ein Weg durch A besteht
aus n — 1 Strecken P, ;) Pyy1) fiir i = 1,...,n — 1, wobei ¢ eine Permutation von
{1,2,...,n} ist, sodass sich keine zwei Strecken tiberkreuzen.

Zeige, dass die Anzahl verschiedener Wege durch A genau dann minimal ist, wenn die
Punkte aus A ein konvexes n-Eck bilden.

Losung

Betrachte die konvexe Hiille der Punkte in A und wihle einen Punkt F,(;) davon
aus. Nun betrachte die konvexe Hiille der restlichen n — 1 Punkte und verbinde P,
mit einem Punkt P, auf der neuen konvexen Hiille, ohne diese zu schneiden. Wir
wiederholen nun dieses Verfahren:

Betrachte den Teilweg W = P,1)Py ) ... Py;) durch A der Lange i, und bezeichne
mit C; und C;;; die konvexen Hiillen der Mengen A \ {Pa(1), - ,Pg(i,l)}, respektive
A\ {Pg(l), - ,Po(i)}. Seien P und @ die Nachbarn von F,; auf C;. Dann kann man
P,y genau mit denjenigen Punkten in Cj;; verbinden, welche im Dreieck AP, ;) PQ)
liegen. Nun machen wir die folgenden drei Beobachtungen:

e Es gibt mindestens zwei solcher Punkte (ndmlich P und Q).



e Falls alle Punkte aus A zu Beginn weg ein konvexes n—Eck bilden, so sind P und
() die einzigen dieser Punkte.
(Da C; in diesem Fall alle Punkte aus A\ {Pg(l), . ,Po(i,l)} enthalt.)

e Verbindet man P,(; mit einem anderen Punkt in Cjy; (das heisst einem Punkt
ausserhalb von AP,;PQ), so liegen P und @ auf unterschiedlichen Seiten der
Diagonale P, ;) P,(i+1) und konnen demzufolge nicht mehr beide erreicht werden.

Falls alle Punkte zu Beginn ein konvexes n—Eck bilden, haben wir demzufolge n M&g-
lichkeiten, (1) zu wihlen. Danach gibt es in jeweils genau zwei Moglichkeiten, den
nichsten Punkt zu wihlen, insgesamt also 2"~2 Mdoglichkeiten. Da wir Wege nicht
doppelt zihlen wollen (in jede Richtung einmal), erhalten wir insgesamt n - 2"~3 ver-
schiedene Wege durch A.

Nun gibt es zwei Moglichkeiten, um zu zeigen, dass die Anzahl verschiedener Wege

durch A strikt grosser ist als n2"73, falls die Punkte aus A kein konvexes n—FEck
bilden.

Q

Abbildung 1: P, kann mit 4 Punkten verbunden werden (a;4+1 = 2).

Losung 1
Sei k < n die Anzahl Punkte aus A auf der konvexen Hiille C; von A. Mit a;,1
bezeichnen wir die Anzahl Punkte von Cj;; im Innern des Dreiecks AP, ;) PQ. Dann

gibt es mindestens k - (2+a2)(2+a32)"'(2+“”*1) Wege durch A. Jeder neu verbundene Punkt
P, (iy1) muss zum Zeitpunkt, zu welchem er verbunden wird, auf der konvexen Hiille
liegen. Das heisst, der Punkt P, ;1) liegt entweder bereits zu Beginn auf C;, oder er
kommt erst spéter dazu, wird also durch mindestens ein a;, j<;+1 gezdhlt. Da ein Weg
alle Punkte aus A verbindet (also auch die n — k Punkte im Innern von C), erhalten
wir Z?;Ql a; > n — k. Hiermit und wegen £k > 2 gilt:

(2+a2)(24as)- - (24 an1)
2

k- > k2" 4 k(n — k)27t > n2n 73,



10.

Losung 2

Sei M ein Punkt auf der konvexen Hiille. Zuerst zdhlen wir wie vorher die Anzahl
Wege, die M als Startpunkt haben. Da die Punkte in A nicht in konvexer Lage sind,
gibt es einen Zeitpunkt 4, zu welchem das Dreieck AP, ;) PQ) mindestens drei Punkte
aus Cj,1 enthilt. Es gibt also strikt mehr als 2772 = 2 - 2"=3 solcher Wege.

Nun schéitzen wir die Anzahl Wege ab, welche M im Innern haben. Dazu teilen wir
mit einer Geraden durch M die restlichen Punkte in j Punkte (1 < j < n — 2) auf
der linken Seite der Geraden und n — 7 — 1 Punkte auf der rechten Seite der Geraden
auf. Dabei gibt es n — 2 Moglichkeiten, die Gerade zu wéhlen. Nun ist M wiederum
Startpunkt von zwei Teilwegen: einem Weg auf j + 1 Punkten auf der linken Seite und
einem Weg auf n — j Punkten auf der rechten Seite der Geraden. Zusammen erhalten
wir nun wie vorhin > (n — 2) - 20+D=2.200=1)=2 — (n — 2) . 2773 Wege.

Total haben wir also sicher mehr wie 2 - 2773 + (n — 2) - 2773 = n2"~3 verschiedene
Wege durch A. (Anmerkung: Es konnte auch Wege geben, welche jede mogliche Gerade
durch M mehrfach kreuzen, diese Wege brauchen wir fiir die Abschétzung aber nicht.)

Ein 7 x 7 Quadrat ist in 49 kleine 1 x 1 Quadrate unterteilt. Zwei Ameisen laufen den
Seiten der kleinen Quadrate entlang, wobei jede Ameise ihren eigenen geschlossenen
Weg lauft und alle 64 Eckpunkte der kleinen Quadrate genau einmal besucht.
Welches ist die minimale Anzahl Seiten der kleinen Quadrate, iiber die beide Ameisen
laufen?

Losung
Wir werden zeigen, dass es minimal 16 Seiten gibt, {iber die beide Ameisen laufen.
Dafiir zeigen wir zuerst die untere Schranke und dann geben wir eine Konstruktion an.

(a) 1. Schranke: Jede Ameise muss genau 64 Kanten entlang laufen, um alle Punkte
einmal zu besuchen und dann noch zum Anfangspunkt zuriickzukehren. Die bei-
den Ameisen zusammen laufen also 64 - 2 = 128 Kanten entlang. Insgesamt gibt
es 8-7-2 = 112 verschiedene Kanten. Somit muss es mindestens 16 Kanten geben,
entlang derer beide Ameisen gelaufen waren.

(b) 2. Konstruktion: Die Ideen waren dabei, dass jede Kante von einer Ameise entlang
gelaufe werden muss. Weiter sieht man, dass jede Ameise in den Ecken vorbei
muss. Mit einer Mischung von Ordnung und Kreativitdt findet man nach genug
Ausprobieren eine Konstruktion.

Abbildung: Eine Ameise lauft der dicken, dunklen Linie entlang. Die andere lauft
dem Rand der grauen Flache entlang.



11. Bestimme alle natiirlichen Zahlen n mit folgender Eigenschaft:
Fiir alle Primzahlen p < n ist n — L%j p nicht durch das Quadrat einer natiirlichen Zahl
grosser als 1 teilbar.
Bemerkung: Fir x € R bezeichnet |x| die grosste ganze Zahl mit |x| < x.

Solution

On remarque tout d’abord, que la condition avec la partie entiére revient a considérer
le reste de la division de n par p.

Si n n’est pas premier, alors il existe un premier g < n tel que ¢|n et donc n — L%jq =0
et en particulier est divisible par un carré.

Sin > 13, alors n—4 (qui est impair) ne peut étre divisible que par 3, sinon il existerait
un premier 3 < ¢ <n —4 <n tel que n =4 (mod q). Donc n — 4 = 3.

De plus, n — 8 est aussi impair et ne peut pas étre divisible par 3, car 3|n — 4. Donc,
par le méme argument, n — 8 ne peut étre divisible que par 5 et 7.

Quant & n — 9, il ne peut pas étre divible ni par 3, ni par 5 (sinon n = 4 (mod 5)).
Donc il est divisible seulement par 2 et 7.

Maintenant, 7 ne peut pas diviser & la fois n — 8 et n— 9, donc on a soit n —8 = 5, soit
n—9 = 2\. Dans le premier cas on aurait 3™ = 4 + 5' et dans le deuxiéme 3™ = 5 + 2.
En prenant la premiére équation modulo 8, on obtient que m doit étre pair. Donc
(3m/2 4 2)(3™/2 — 2) = 5! et on remarque que les deux membres de gauche ne peuvent
étre des multiples de 5 en méme temps, donc la seule solution est m =2 et [ = 1 qui
nous mene a n = 13.



12.

Pour le deuxiéme cas, si [ > 3, alors I’équation n’a pas de solution modulo 8. Ce qui
entraine la seule solution m =2 et [ = 2 qui donne n = 13.
On traite donc les cas n < 13 a la main et on trouve les uniques solutions {3, 5,7, 13}.

Gegeben sind eine natiirliche Zahl n und natiirliche Zahlen a4, ao, . . ., a,,. Wir erweitern
die Folge periodisch durch a,; = a; fiir alle ¢ > 1. Nehme nun an, dass folgende zwei
Bedingungen erfiillt sind:

(i) a1y <as<---<a, <a;+n.
(ii) ag, <n+i—1firi=1,2...,n.

Zeige, dass gilt:
ar +az+ - +a, <n’

Losung

Wir wissen, dass a; < a,, < n gilt. Fiir a; < 7 < aj41 haben wir a; < Aoy SN+J
und fiir a,, < ¢ < n haben wir a; < a,, < ay + n.

Kombiniert erhalten wir folgende Ungleichungen:

ay +az + -+ ap =a1 + a2+ F Ay Tt Aoy T T Ag T Ay
<a;+az+--+ a,+
aa,z(ag—al)—i—~~-—|—czaal(aa1 —Qgy-1) + (n+a1)(n—ag,)
<ar+ax+---+aq,+
(n+1)(a2 —a1) + -+ (n+ a1 — 1)(aa, = aa,-1) + (n + a1)(n — aq,)

:n2



