
OSM Tour final 2013
premier examen - le 8 mars 2013

Durée : 4 heures
Chaque exercice vaut 7 points.

1. Déterminer tous les triples (a, b, c) de nombres naturels, tels que les ensembles{
pgcd(a, b), pgcd(b, c), pgcd(c, a), ppcm(a, b), ppcm(b, c), ppcm(c, a)

}
et {

2, 3, 5, 30, 60
}

sont égaux.

Remarque: Par exemple les ensembles {1, 2013} et {1, 1, 2013} sont égaux.

2. Soit n un nombre naturel et p1, ..., pn des nombres premiers deux à deux distincts. Montrer
que

p21 + p22 + · · ·+ p2n > n3.

3. Soit ABCD un quadrilatère inscrit avec ∠ADC = ∠DBA. De plus soit E la projection de
A sur BD. Montrer qu’on a BC = DE −BE.

4. Trouver toutes les fonctions f : R>0 → R>0 satisfaisant la condition

f

(
x

y + 1

)
= 1− xf(x + y) pour tout x > y > 0 .

5. Dans une classe de 2n + 1 élèves, chacun choisit un ensemble non vide de nombres entiers
consécutifs. Deux élèves sont amis s’il existe un nombre qu’ils ont choisi tous les deux. Chaque
élève est ami avec au moins n autres élèves. Montrer qu’il existe un élève qui est ami avec
tous les autres.

Bonne chance !



OSM Tour final 2013
deuxième examen - le 9 mars 2013

Durée: 4 heures
Chaque exercice vaut 7 points.

6. Sur une table il y a deux piles non vides de n, respectivement m pièces de monnaie. Les
opérations suivantes sont autorisées:

• Enlever le même nombre de pièces de chaque pile.

• Multiplier par trois le nombre de pièces d’une des piles.

Pour quelles paires (n,m) est-il possible qu’après un nombre fini d’opérations il n’y a plus de
pièces sur la table?

7. Soit O le centre du cercle circonscrit du triangle ABC avec AB 6= AC. De plus, soient S
et T des points sur les demi-droites AB, respectivement AC tels que ∠ASO = ∠ACO et
∠ATO = ∠ABO. Montrer que ST coupe le segment BC en deux parties égales.

8. Soient a, b, c > 0 des nombres réels. Montrer l’inéquation suivante:

a2 · a− b

a + b
+ b2 · b− c

b + c
+ c2 · c− a

c + a
≥ 0 .

Quand y a-t-il égalité?

9. Trouver tous les quadruples (p, q,m, n) de nombres naturels, tels que p et q sont premiers et
l’équation suivante est satisfaite:

pm − q3 = n3.

10. Soit ABCD un quadrilatère circonscrit avec BC > BA. Le point P se situe sur le segment
BC de sorte que BP = BA. Montrer que la bissectrice de ∠BCD, la perpendiculaire à BC
passant par P et la perpendiculaire à BD passant par A se coupent en un point.

Bonne chance !


