Losungen zur IMO Selektion 2012

1. Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Finde in Abhéngigkeit von n die grosste natiirliche
Zahl d, sodass eine Permutation a4, as, ..., a, der Zahlen 1,2, ..., n existiert mit

|ai—a¢+1\2d, fU.I'Z:172,,TL—1

Losung

Wir betrachten zuerst den Fall wo n ungerade ist, also n = 2k + 1.

Dann gilt fiir jedes m € {1,2,...,2k + 1} sicher |k +1—m| <k, also d < k. Mit der
folgenden Permutation sehen wir, dass d = k£ auch moglich ist:

a2i+1:k—|—1—|—i, fUI'Z:O,]_,,kZ

agi:i, furz:1,2,,k

Sei nun n gerade, also n = 2k.
Nun gilt fiir alle m € {1,2,...,2k} die Abschétzung |k — m| < k, also d < k. Mit der
folgenden Permutation sehen wir, dass d = k£ auch moglich ist:

Qi1 = k+1+1i, firi=0,1,.... k—1

agi:i, fUI'Z:172,]{?

2. Eine ganze Zahl m ist eine echte Potenz, falls es positive ganze Zahlen a und n gibt,
sodass n > 1 und m = a”".

(a) Zeige, dass es 2012 verschiedene positive ganze Zahlen gibt, sodass sich keine
nichtleere Teilmenge davon zu einer echten Potenz aufsummiert.

(b) Zeige, dass es 2012 verschiedene positive ganze Zahlen gibt, sodass sich jede
nichtleere Teilmenge davon zu einer echten Potenz aufsummiert.

Losung

(a) Sei p eine Primzahl, welche grosser als 20122 ist, dann erfiillen die Zahlen p, 2p, . .., 2012p
die Bedingung. Sei B nun eine nicht leere Teilmenge der Zahlen, dann teilt p die
Summe ), b aber Y, b < 2012-2012p < p* und somit nicht durch p? teilbar,
also sicherlich keine echte Potenz.

(b) Behauptung: es existiert ein a > 1, sodass a, 2a, . .., 2012a die Bedingung erfiillt.
Fiir jede nicht leere Teilmenge B C {1,2,...,2012} bezeichne mit sp =, b,
zudem wihle fiir jede solche solche Menge B eine Primzahl pg, sodass alle paar-
weise verschieden sind. Nach dem chinesischen Restsatz gibt es fiir jedes B ei-
ne natiirliche Zahl ag, sodass pp/lap fir B' # B und pglag + 1. Dann erfiillt
a= H®¢B§{1,2,..‘,2012} sy die Bedingung, denn es gilt:

PB
ap+1 apl

E ab=asp = |sg” H Sg’

beB B'C{1,2,...,2012}
B'#0,B




3. Sei ABCD ein Sehnenviereck mit Umkreis k. Sei S der Schnittpunkt von AB und C'D
und 7' der Schnittpunkt der Tangenten an k in A und C. Zeige, dass ADT'S genau
dann ein Sehnenviereck ist, wenn BD die Strecke AC' halbiert.

Losung
Wir betrachten zuerst den Fall, dass T" auf derselben Seite von AC' liegt wie D:

Nach dem Tangentenwinkelsatz gilt /T AD = ZDCA. Wir erhalten:

ADTS Sehnenviereck < /TSD = /TAD < /TSD = /DCA & TS || CA

Es geniigt also zu zeigen, dass T'S und C'A genau dann parallel sind, wenn BD die
Strecke AC' halbiert. Vorerst wollen wir aber noch den Punkt U als Schnittpunkt von
AD und BC definieren. Wegen Pascal am Sehnensechseck AABCCD liegen S,T,U
auf einer Geraden.

Wenn SU und AC' parallel sind, halbiert BD die Strecke AC':

Wir wollen einige Winkel ausrechnen:

LDBA =/DCA=/DST, /DBC = ZDAC = ZDUT

Sei P der Schnittpunkt von SU und BD. Betrachte die Umkreise der Dreiecke SBD
und DBU. Wegen ZUSD = ZDBS und ZSUD = ZUBD ist SU eine gemeinsame
Tangente der beiden Kreise. Man beachte nun, dass P auf dieser Tangente liegt, aber
auch auf der Potenzlinie der beiden Kreise. Somit folgt PS = PU, was wegen der
Parallelitdt von SU und AC' auch sofort die gewiinschte Aussage liefert.

Abbildung 1: Aufgabe 3

Wenn BD die Strecke AC halbiert, sind AC' und SU parallel:
Sei () der Schnittpunkt von AC und BD. Wir betrachten die Spiegelung des Dreiecks
ACD am Punkt Q). Dabei kommt A’ auf C', C" auf A und D’ auf BD zu liegen und



es gilt AD' || DC und D'C' || AD. Aus dem Strahlensatz folgt: 45 = % =L

Mit der Umkehrung des Strahlensatzes folgt nun, dass SU und AC parallel smd

Abbildung 2: Aufgabe 3

Wir miissen noch den Fall behandeln, dass T" auf derselben Seite von AC' liegt wie B.
Wir fithren wieder den Punkt U wie oben ein. Es gilt (wegen der Potenz von U an die
Umbkreise der Sehnenvierecke ADT'S und ABCD):

ADTS Sehnenviereck & UA-UD = UT -US & UB-UC =UT-US & BTSC
Sehnenviereck

Nun konnen wir analog zum ersten Fall vorgehen.

. Im Dreieck ABC' sei ZBAC = 60°. Sei E ein Punkt auf der Geraden AB, sodass B
zwischen A und FE liegt und BE = BC gilt. Analog sei F' ein Punkt auf AC, sodass
C zwischen A und F liegt und CF = BC gilt. Der Umkreis von AC'E schneide EF
in K. Zeige, dass K auf der Winkelhalbierenden von /BAC' liegt.

Losung

Sei S der Schnittpunkt von BF und CE. Es gilt (Aussenwinkelsatz, BE = BC = CF):
LOSF = LBCS + LOBS = 5ZABC + 3 ZACB = 1(180° — ZCAB) = 60°

Hieraus folgt, dass ABSC' ein Sehnenviereck ist. Dies nutzen wir jetzt aus:

/ZABF =180° — ZACS =180° — AKFE = ZAKF

ABKF ist also ebenfalls ein Sehnenviereck. Ausnutzung der Sehnenvierecke AEKC
und ABKF liefert /BEK = /FCK und /KBE = /K FC. Zusammen mit BE =
FC folgt, dass die Dreiecke BEK und FCK kongruent sind, also gilt KF = KC.
Damit erhalten wir:

/CAK = /CFEFK = /KCFE = /KAFE

Somit haben wir gezeigt, dass K auf der Winkelhalbierenden von ZBAC liegt.



Abbildung 3: Aufgabe 4

5. Sei n > 6 eine natiirliche Zahl. Betrachte eine Menge S von n verschiedenen reellen
Zahlen. Beweise, dass es mindestens n— 1 verschiedene zweielementige Teilmengen von
S gibt, sodass das arithmetische Mittel der beiden Elemente in jeder dieser Teilmengen
mindestens gleich dem arithmetischen Mittel aller Elemente in S ist.

Losung Mit Paar meinen wir im folgenden eine zweielementige Teilmenge von S.
Betrachte zuerst den Fall n = 6, also S = {x1,29,...,26} und 0.B.d.A x; < 25 <
--» < x6. Mit M bezeichnen wir das arithmetische Mittel der Elemente aus S. Dann
gilt sicher eine der folgenden Ungleichungen:

r1+ x5 > 2M, 29 + 25 > 2M, 0der x5+ x4 > 2M,

andernfalls wére 6M = x; +...2¢ < 6M. Weiter folgt natiirlich aus x; + x; > 2M
auch xp + x; > 2M fir £ > ¢ und [ > j. Somit kann man in jedem der drei Félle
nachpriifen, dass mindestens 5 Paare eine arithmetisches Mittel grésser M haben.
Wir nehmen nun an, die Aussage gelte fiir alle natiirlichen Zahlen kleiner n und be-
trachten S = {z1,...,z,} mit z1 < x5 < --- < x, und. Sie M wieder das arithmetische
Mittel der z;’s. Eine kleine Rechnung (z.B. mit Fallunterscheidung g gerade/ungerade)
zeigt fiir n > 6 folgende Ungleichung;:

(BRI
DIl

D.h. wenn mehr als die Hélfte der Elemente grossergleich M sind, sind wir fertig. Wir
betrachten also noch den Fall wo mindestens die Hélfte der Elemente kleiner als M ist.
Dann gibt es Elemente z; < M < x; mit x; +x; > M, sonst wiirde wie im Fall n = 6
folgen, dass nM < nM ist. Betrache nun die Menge s’ = S\ {x;}. Das arithmetische
Mittel der Elemente aus S’ ist sicher grosser als M und nach Induktionsvoraussetzung
finden wir somit n — 2 verschiedene Paare mit Mittel grossergleich M. Zusammen mit
dem Paar {z;,x;}, welches nicht unter diesen n — 2 Paaren ist, haben wir also n — 1
Paare mit Mittel grossergleich M gefunden.

6. Finde alle surjektiven Funktionen f: R — R, sodass fiir alle x,y € R gilt:



fla+ flo) +2f(y) = f(22) + f(2y)
1. Losung
Sei a € f71(0), solch ein a existiert sicher, da f surjektiv ist. Einsetzen von z =y = a
fithrt zu f(2a) = 0. Setzt man nun =z = a,2a ein so erhdlt man f(a + 2f(y)) =
f2y) = f(2a + 2f(y)) Vy, da f surjektiv ist folgt, dass f periodisch mit Periode

a ist, insbesondere gilt f(0) = 0 und damit f(2f(y)) = f(2y) Vy. Sei b(x) sodass
2f(b(x)) = x — f(z) gilt. Einsetzen von y = b(x) fithrt zu

0= f(20(x)) = f(2f(b(z))) = f(x = f(z)) Va
Das heisst f besitzt Periode x — f(z) fiir jedes x und somit f(x) = f(f(z)) Yz, da f

surjektiv ist gilt also f(z) = x Va und dies ist offensichtlich eine Losung.

2. Loésung
Wir zeigen f(0) = 0 gleich wie oben. Damit erhalten wir fiir alle € R die Gleichungen

f2f(x)) = f(2x)
[+ f(x) = f(2).

Damit ldsst sich die urspiingliche Gleichung schreiben als
fl@+ f(@)+2f () = flz+ fz) + F(2f(y)).

Da f surjektiv ist konnen wir fiir jedes = € R ein y € R so wéhlen, dass 2f(y) =
x + f(z). Einsetzen liefert

[+ f(2))) = 2f(x + f(x)) = 2f(22).

Andererseits folgt mit den Gleichungen (1) aber auch

fRx+ f(2) = F2f(x + f(x)) = f(2](22)).

Wir verwenden noch einmal die Surjektivitdt von f um zu sehen, dass fiir jedes z €
R ein z mit a = 2f(2x) existiert. Wenn wir nun die beiden letzten Gleichungen
vergleichen sehen wir also f(z) = z fiir alle z € R, was offensichtlich eine Losung ist.

(1)

. Seien p, g zwei Primzahlen mit

pq | 2012PT9 1

Zeige, dass genau eine der Primzahlen 2011 ist.

Losung Offensichtlich sind p, ¢ zu 2012 teilerfremd. OBdA p < q. Es gilt p|pq|2012PT4~1 —
1 und p|2012°~1 — 1, also p| ggT{2012PT-1 —1, 201201 — 1} = 20128eT{pra—Lo-1} _ 1 —
2012 — 1 = 2011, da ggT{p+q — 1,p — 1} = ggT{q,p — 1} = 1. Nun ist 2011 prim,
d.h. p = 2011. Sei nun also p = ¢ = 2011, dann miisste gelten 0 = % =
142012 + -+ + 20122201172 = 2. 2011 — 1 # 0 mod(2011).

Bemerkung: Dabei haben wir folgendes Beispiel aus dem Skript verwendet, welches
man an der Priifung nicht zeigen musste:



10.

Lemma 1. Fliir positive ganze Zahlen n,a,b gilt

ggT(na -1, nb — 1) _ pesTab) _ 1

. Seien f, g zwei Polynome mit ganzen Koeffizienten und seien a,b ganzzahlige Fix-

punkte von f o g. Beweise, dass ganzzahlige Fixpunkte c,d von g o f existieren mit
a+c=0b+d.
Hinweis: Fiir zwei Polynome p,q ist po q durch (po q)(z) = p(q(z)) definiert.

Losung Setze ¢ = g(a) und d = ¢(b), dann sind ¢, d ganze Fixpunkte von g o f. Falls
nun a = b gilt, sehen wir sofort, dass die Gleichung erfiillt ist. Fiir a # b gilt nun
a—>blg(a)—g(b) = c—d|f(c)— f(d) = a—b, und da es sich um ganze Zahlen handelt,
muss |a — b| = |c — d| gelten. Folglich gilt entweder a +d = b+ c oder a + ¢ =0b+d.

. Bestimme die grosste natiirliche Zahl k£ mit der folgenden Eigenschaft: Die Menge der

natiirlichen Zahlen kann so in &k disjunkte Teilmengen Aj, ..., A, aufgeteilt werden,
dass sich jede natiirliche Zahl n > 15 fiir jedes ¢ € {1,...,k} als Summe zweier
verschiedener Elemente aus A; schreiben lasst.

Losung Fiir £ = 3 kann man die natiirlichen Zahlen wie folgt aufteilen:

A ={1,2,3} U{3m|m >4}
Ay = {4,5,6} U {3m — 1jm > 4}
A3 ={7,8,9} U {3m — 2|m > 4}

In A; kann man alle Zahlen n > 12 + 1 = 13 als Summe darstellen, in A, alle
n > 1144 =15 und in A3 alle n > 10 +7 = 17. Die Zahlen 15,16 sind wegen
74+ 8 =15 und 7+ 9 = 16 ebenfalls Summer zweier Elemente aus As.

Nehme nun an k& > 4. Falls Ay,..., A; die Bedingung erfiillen, dann sicher auch
Ay, As, Az, U ey Ai, wir konnen also k = 4 annehmen. Setze B, = A;N{1,2,...,23}.
Dann muss jede der Zahlen 15, 16, . . . 23 als Summer zweier verschiedener Elemente aus
B; schreiben lassen, also |B;| > 5. Andererseits gilt auch | By |+ |Bz|+ | B3|+ | Bs| = 23,
es gibt also ein ¢ mit | B;| = 5, schreibe B; = {z1, zs, ..., x5}. Beachte nun, dass sich die
10 Zahlen 15,16, ... 24 alle als Summe zweier verschiedener Elemente aus B; schreiben
lassen, man aber mit verschiedenen Elementen aus B; hochstens 10 solche Summen
bilden kann. Wir summieren also iiber alle solche Summen und erhalten

A(zy, ..., 25) =15+ 16 + - + 24 = 195,

ein Widerspruch, da 195 nicht durch 4 teilbar ist.

Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen mit abc > 1. Beweise die Ungleichung

a* —1 bt —1 -1
+ + 2 0.
abd3 + abe + acd  bed + abe + ba®  ca® + abe + cb3

Losung 1.
1

R D e
ab® + abe + ac® " b3 + be + 3

cyc




Wobei im ersten Schritt Haupsatz verwendet wurde, denn (a3, b3, ¢®) und

1 1 1 . . . . .
(b3 e T e S +b3) sind gleich geordnet und im zweiten Schritt wurde AM-

3 3 3 3 3 3 3 3 3
GM verwendet: &Eb"+b74b +% tedetede s gl/3p/3cA/8 > g1

Losung 2.
Z a*—1 _Za4+ab3+abc+acg—1 . a’ + b+
-~ ab3 + abe + ac® ab3 + abc + ac3 - -~ b3 + be + ¢3
1
> 3 3 b3 3 -
= 3+ +C>Czy;4b3+403+1
3,73, .3
27(a> +0° + ¢?) _

= 8@+ +S)+3

Wobei im zweiten Schritt be < % verwendet wurde und im dritten Schritt AM-
HM.

Loésung 3.
3

> at—1 _12Z a +Za4+4ab3+4abc+4ac3—13 12
- ab3—|—abc—|—ac3_13”b3—|—bc—|—c3 -~ 13(ab?® + abc + ac?) 13
03
S ——
_13 Zb?’—H7c—|—c3

Wobei AM-GM verwendet wurde: a* + ab® + ab® + ab® + ab® + abc + abe + abe + abe +
ac® + ac® + ac® + ac® > 13(abe)'%/*® > 13. Mit Cauchy-Schwarz gilt nun:

Z CL3 1> (a3 + b3 + 03)2
o b3 + be + ¢ = 2(a?b® + 033 + a?) + abe(a? + b + ¢2)

ab + 0% + & — (abe)s (a2 + b2 + 2)
2(a3b® + b3 + 3a3) + abe(a? + b2 + 2) —

Im letzten Schritt wurde noch AM-GM verwendet: ©+e+a’+a® +“6+b6+b6+c + > (abe)Y/3a?
oder dle Potenzmittelungleichung mit AM-GM: a5 + % + 06 > (a® + b* + A2)°

(abe)s (a® + b* + ¢2).

Losung 4. Alternativ kann man nach dem Anfang von Losung 3. auch wie folgt
weiterfahren:

Z a’ 3(a3 + b3 + )2

a
—_— >3 >
; b3 +bc+ 3 ” 463 +4c3 +1 7 8(a®b? + b3c3 + 3a?) + (a3 + b3 + ¢3)

6(ab® + b33 + Aa®) + 2(a® + 0% + ¢°) + (a® + 0° + )
- 8(a3h® + b3c® + 3a?) + (a® + b + 3)
8(ab? + 03¢ + ¢Bad) + L) (g8 4 Py o3
8(a3b® + b3 + 2a?) + (a® + b + )

Im ersten Schritt wurde wieder be < % verwendet. Im zweiten Schritt brauchte

man Cauchy-Schwarz und im letzten Schritt AM-GM und QM-AM /Chebychef.



11.

Loésung 5.

3,2 3
CL4 + ab’+a“bctac

S s 2 D e~ \ S ) !
ab’ 4+ abec + ac® — ab® + a2bc + ac® " ab3 + a?bc + ac?

cyc cyc

p
> v )
- (Czy; b3 + abc+c3)
(@ +b° + ?)?
= 2(a3b? + b33 + a?) + abe(a® + b3 + ¢3)
B a® + b5 + & — abe(a® + b + )
 2(aPb3 + b33 + 3ad) + abe(ad + b3+ c3) T

Im ersten Schritt muss man zwel Falle unterscheiden: ist ¢ > 1 so ist der Bruch
nicht negativ und man macht den Nenner hochstens grosser und somit den Bruch
hochstens kleiner, ist a < 1 so ist der Bruch negativ und man mach den Nenner
kleiner und somit der Bruch kleiner. Im zweiten Schritt wurde AM-GM verwendet
und im dritten Cauchy-Schwarz. Der vierte Schritt folgt aus QM-AM und AM-GM:
a® +b° + 5 > fL;”“cS(aB’ + 0 + ) > abe(a® + b3 + ¢2).

Sei I der Inkreismittelpunkt und AD der Durchmesser des Umkreises eines Dreiecks
ABC'. Seien E und F' Punkte auf den Strahlen BA und C'A mit

AB+ BC+ CA

BE =CF =
2

Zeige, dass sich die Geraden EFF und DI rechtwinklig schneiden.

Losung Seien By, Cy die Beriihrungspunkte des Inkreises des Dreiecks ABC' auf den
Seiten AC, AB. Wir kénnen nun schreiben:

T = ABO = ACO, Yy = C()B, Z = B()C,

wobei x4y + z = ABHBCECA

jetzt EA =z und AF =y.

gilt. Die Bedingung aus der Aufgabenstellung liefert uns

Abbildung 4: Aufgabe 11



Seien nun B’,C" die Lote von I auf die Seiten BD,CD. Nach Konstruktion sind
ICyBB', IC'CBy Rechtecke und damit gilt /B’ = CoB = y und IC' = ByC = z.
Unter Ausnutzung von AB || IB’, AC || IC" erhalten wir:

/B'IC" = /BAC = /FAF

Die beiden Dreiecke IB'C’ und AEF stimmen also in zwei Seiten und dem dazwi-
schenliegenden Winkel iiberein und sind somit kongruent. Sei 7" der Schnittpunkt von
EF und der Parallelen zu I D durch A. Es geniigt zu zeigen, dass ZETA = 90° gilt.

Mit den beiden kongruenten Dreiecken und dem Sehnenviereck I B’DC” erhalten wir:

/TEA=/B'C'I =90° - /B'C'D=90°— /B'ID = /90° — ZEAT,
woraus die gewiinschte Aussage folgt.
12. Finde alle ganzen Zahlen m,n > 2, welche die folgenden zwei Bedingungen erfiillen:
(i) m + 1 ist eine Primzahl von der Form 4k + 3 fiir eine ganze Zahl k.

(ii) Es existiert eine Primzahl p und eine nichtnegative ganze Zahl a mit

n__
m2 1 —1

=m" 4 p°.
m—1 P

Losung Nach Voraussetzung ist m = 2 (4). Schreibe die Gleichung um zu

m* 7t — 1= (m—1)(m" + p%).

Da n > 2 erhdlt man —1 = p® (4), also p = 3 (4) und @ > 1 ungerade. Nun ist
g =m+ 1 prim und es gilt —2 = —2((—1)"+ p*) (q). Das ¢ ungerade kénnen wir mit
—2 kiirzen und erhalten so p* =1 — (—1)" (g).

1. Fall: n gerade Dann gilt p* = 0 (¢) und daher p = ¢. Angenommen n > 3, dann
folgt —1 = (p — 2)p® (8). Nun ist aber p = ¢ = 3 (4), also p = 3,7 (8). Da nun aber
a ungerade ist, kann man leicht nachpriifen, dass diese Gleichung keine Losung hat,
also n = 2. Einsetzen ergibt, dass jedes m, welches Bedingung (i) erfiillt, eine Losung
ist. Zusammengefasst gibt es in dem Fall, wo n gerade ist gerade, die Losungen (m,2),
wobei m +1 =3 (4) prim ist.

2. Fall: n ungerade Schreibe n + 1 = 2'n’ mit n’ ungerade und 1 < r < n — 1.
Die obere Schranke fiir r kommt hier von 2" < n +1 < 2" fiir n > 3. Wegen der
Faktorisierungen

mn+1 1= (mZT + 1)(mn+172r _ mn+1f2-2r e 1)

m* —1=m* —)m¥ + H(m*" +1)...(m* )

folgt, dass m™™ + 1 durch m?" + 1 teilbar ist und m*" — 1 durch (m?* + 1)(m — 1).
Also insgesammt

2”_1

m? +1 — (m™ + 1) = mp“.

m—1
Wegen (m? + 1,m) = 1 ist also m* + 1 =p® fiir 1 <b < a. Da p =3 (4) folgt, dass
b = 2c¢ gerade sein muss. Daher muss auch gelten 1 = (p© — sz_l)(pc + mT_l), ein
Widerspruch. Also gibt es keine Losung im Fall, wo n ungerade ist.



