Losungen zur Finalrundenpriifung 2012

1. Jedes Chamileon hat nach 2012 Minuten zwischen 0 und 2012-mal die Farbe gewechselt.
Wenn wir zeigen, dass keines 0 mal und keines 2012 mal die Farbe gewechselt hat, sind wir
fertig, denn dann gibt es nur 2011 Schubféicher (Anzahl Farbwechsel) und 2012 Chédmaleons.
Nehmen wir an, ein Chaméleon hat 0 mal die Farbe gewechselt und nennen wir dieses 1. Num-
merieren wir die Chaméleons startend bei 1 links herum mit 2L,3L,...,1006L und rechts
herum mit 2R, 3R, ...,1006 R bis zum letzten gegeniiber von 1, welches wir 1007 nennen. Da
1 null mal die Farbe wechselt, miissen 2L und 2R bis zur 2011-ten Minute immer verschieden
farbig sein und insbesonder bis dann gleichzeitig die Farbe wechseln. Das bedeutet, dass 3L
und 3R bis zur 2010-ten Minute immer die gleiche Farbe haben miissen und somit auch gleich-
zeit die Farbe wechseln. Dies wiederum bedeutet, dass 4L und 4R bis zur 2009-ten Minute
immer verschieden farbig sein und insbesonder bis dann gleichzeitig die Farbe wechseln, usw.
Wenn 2L und 2R in der 2012-ten Minute beide die Farbe wechseln, haben sie immer gleich-
zeitig die Farbe gewechselt und wir sind fertig. Nehme an das sei nicht der Fall. Das heisst,
sie wechseln in Minute 2012 micht beide die Farbe. = 3L und 3R sind verschiedenfarbig in
Minute 2011 und haben deshalb in Minute 2011 nicht beide die Farbe gewechselt. = 4L und
4R haben in Minute 2010 nicht gleichzeitig die Farbe gewechselt = ... = 1006L und 1006 R
haben in Minute 1008 nicht beide die Farbe gewechselt = 1007 und 1007 haben nicht beide
in Minute 1007 die Farbe gewechselt, dies ist aber ein und dasselbe Chamileon, was absurd
ist. Wiederspruch!

Sehr dhnlich schliessen wir aus, dass ein Chamileon immer die Farbe wechselt.

2. Setzt man z = 0, so erhilt man

F(f0)+2f(y)) = f(0) +8y+6 Wy

Die rechte Seite nimmt nun alle reellen Zahlen an, daraus folgt f ist surjektiv. Andererseits
gilt f(u) = f(v) so folgt:

f(0) +8u+6 = f(f(0) +2f(u)) = F(f(0) +2f(v)) = f(0) +8v+6=u=v

Also ist f injektiv und somit bijektiv. Setzt man nun y = —3/4 so erhihlt man
f((x) +2f(=3/4)) = f(22) Vo= f(z)+2f(=3/4) =2z Vz

Wobei Injektivitdt benutzt wurde.

Alternativ existiert nach Surjektivitét ein ¢ (abhéngig von x!), sodass f(c) =z — f(z)/2 gilt.
Setzt man nun y = ¢ in die urspriingliche Gleichung so folgt ¢ = —3/4 insbesondere ist also ¢
unabhéngig von z und es gilt f(—3/4) =z — f(x)/2 Vz.

Es gilt also f(z) = 2z+k Vz fiir eine bestimmte Konstante k. Einsetzen liefert nun die einzige
Losung f(z) =2z + 1 V.



3. Sei G der Schnittpunkt von PD mit AB. Da DP die Potenzlinie zu k1 und ks ist und AB
eine gemeinsame Tangente der beiden Kreise, ist G der Mittelpunkt der Strecke AB. Somit
folgt mit dem Strahlensatz AC || GM. Dies zusammen mit dem Peripheriewinkelsatz ergibt
/ZGPB = /DCB = ZGMB. Es folgt, dass GPM B ein Sehnenviereck ist. Schliesslich ist
/GPM = 180° — ZGBM = /ZBDC mit dem Tangenetenwinkelsatz, was die Behauptung
zeigt.

4. Nehme an es gébe eine solche unendliche Folge von Primzahlen. Es gilt ppy1 = 2pp £ 1 >
2pr — 1 > pg. Es gibt also ein n, sodass p, und alle darauf folgende Primzahlen > 5 sind. Falls
nun pi = 1 mod 3 fiir ein k > n gilt, folgt 3|2p;+1 und somit pgy; = 2pr —1 = 1 mod 3. Umge-
kehrt folgt analog, dass falls pr, = 2mod 3 fiir ein k > n gilt, so folgt prr1 = 2pr+1 = 2mod 3.
Falls p,, = 1 mod 3, so folgt mit Induktion: p,x = (pn — 1)2F 4 1. Nach dem kleinen Satz von
Fermat gilt py,|(pn —1)2P» "1 +1 = ppip,—1. Widerspruch zu py,1p, —1 prim und pyip,—1 > Pn.
Falls p,, = 2mod 3, so folgt mit Induktion: p,x = (pn +1)2F — 1. Nach dem kleinen Satz von
Fermat gilt py|(pn +1)2P" " =1 = ppip, —1. Widerspruch zu py,1p, —1 prim und pyip,—1 > Pn.

5. Sei Ay,... A eine grosstmogliche Kollektion solcher Teilmengen. Wir zeigen zuerst, dass
k < n gelten muss. Dies ist sicher richtig fiir » = 1 und wir nehmen nun an es stimme fiir



alle n’ < n, wobei n > 2. Falls jede Zahl a € {1,2,...,n} in drei oder weniger A;’s enthalten
ist, so gilt dies offensichtlich nach Schubfachprinzip. Nehme nun an, a sei in jeder der 3-
elementigen Mengen By, Ba, ... By, € {A1,... A} fiir m > 4 enthalten. Nach Voraussetzung
gilt |B; N Bj| = 2 woraus man schliessen kann, dass Zahlen b,¢,d € {1,...,n} existieren mit

By ={a,b,¢} By ={a,b,d}

Falls nun b ¢ Bs, so gilt By = {a,c,d}. Nun iiberlegt man sich aber leicht, dass es keine
weitere Menge mit drei Elementen geben kann, die a enthélt und mit By, B, und Bj jeweils
zwei Elemente gemeinsam hat, was ein Wiederspruch zu m > 4 ist. Also gilt b € B3. Anaolg
folgt b € B; fiir alle 1 < ¢ < m oder anders gesagt B; = {a,b, z;} fiir ein z; € {1,...,n}.
Weiter gilt z; € A; genau dann wenn A; = B;, da jede Menge die a enthélt auch b enthélt und
umgekehrt. Dies zeigt, dass die restlichen k¥ — m Mengen nur Zahlen ungleich a,b,z1,... 2z,
enthalten, also insgesammt Teilmengen einer n —m — 2 elementigen Mengen sind. Verwenden
wir nun die Induktionsvoraussetzung fiir n —m — 2 sehen wir, dass wir nicht n dreielementige
Teilmengen erhalten, wenn ein Punkt in mehr als drei Mengen enthalten ist. Falls es nun einen
Punkt gibt, der in weniger als 3 Mengen ist, folgt wieder mit dem Schubfachprinzip, dass man
nicht n Teilmengen erhélt. Somit muss jeder Punkt in genau drei Teilmengen enthalten sein.
In diesem Fall kann man sich aber iiberlegen, dass sich die Teilmengen in Vierergruppen
aufteilen, wobei jede Gruppe von der Form

Ay ={a,b,c}As = {a,b,d}As = {a,c,d} Ay = {b,c,d}
ist. Dies zeigt, dass k = n genau dann moglich ist, wenn n durch vier teilbar ist.

. 1. Losung: Sei F' jener Punkt auf k, der diametral gegeniiber von A liegt. Da BE und AF
Durchmesser von k sind, folgt /EAB = ZABF = /BFE = /FEA = 90° (Thaleskreis).
ABFEF ist nun offenbar ein Rechteck und somit sind die Strecken AB und EF' gleich lang
und parallel. Da ABCD ein Parallelogramm ist, sind sogar die drei Strecken AB, C'D und
EF jeweils gleich lang und parallel. Hieraus folgt aber unmittelbar, dass es eine Translation
gibt, die Ain B, D in C'und F in F' iiberfiihrt. Bei dieser Translation wird somit der Umkreis
des Dreiecks ADFE in den Umkreis des Dreiecks BCF' iiberfiihrt, welcher gerade k ist, und
hieraus folgt, dass die beiden Kreise gleich gross sind und auch denselben Radius haben.

2. Losung: Sei F' der zweite Schnittpunkt von DC und k£ neben C und sei G der Schnittpunkt
von FA und F'D. Weiter sei « = ZGDA. Da ABCD ein Parallelogramm ist, folgt ZABC =
180° — . FABC' ist ein Sehnenviereck, somit gilt /GFA = 180° — LZABC = «. EB ist der
Durchmesser von k, also liegt A auf dem Thaleskreis iiber EB und es gilt /EFAB = 90°.
Da AB und GC parallel sind, ist /ZEGD = ZEAB = 90°. Betrachte nun die Dreiecke
GAD und GF A. Diese sind kongruent, da sie in zwei Winkeln und der gemeinsamen Kante
GA ibereinstimmen. Weiter sind die Dreiecke GEF und GDFE kongruent, da sie in zwei
Seiten (FG = GD, da GAD und GF A kongruent, und gemeinsame Kante EG) und dem
eingeschlossenen Winkel (der rechte Winkel bei G) iibereinstimmen. Daraus folgt sofort, dass
auch die Dreiecke FAD und EFF A kongruent sind, woraus die Behauptung folgt, da der
Umkeis des Dreiecks EF A gerade k ist.



7. On appelle 1 = dy < dy < ... < ds = n les diviseurs de n. Comme n #Z 0,1 mod 3, n ne
peut pas étre un carré. On peut alors grouper ses diviseurs en couples (d¢, d;—s) de nombres
distincts. Or d;-ds—y = n = 2 mod 3, aucun des deux n’est divisible par 3 et plus précisément
I'un des deux vaut 2 et I'autre 1 mod 3. Mais alors 3|d; + ds—; et finalement 3|dy + ... + ds.

8. lére solution: On introduit les coins C' et D qui sont les deux coins a distance 2 de A et B.
On définit

2, = nombre de chemins de longueur n de A & X.

Avec ces notations on a
Gnt2 = 3an + 2by, + 2¢, + 2d,, et bpyo = 2a, + 3by, + 2¢, + 2d,,.

Donc apy9 — byio = ap — by, et finalement a — b = agg1a — bog1o = ao — by =3 —2=1.

2éme solution: On appelle 7 le plan contenant les quatre coins qui sont a distance égale de
A et de B. On construit une application

{chemins de A & B de longueur 2012} — {chemins de A & A de longueur 2012}

par l'opération suivante: On remplace la fin du chemin & partir du dernier moment qu’il passe
par m par son symétrique par rapport a 7. Cette application est bien définie car tout chemin
allant de A & B doit passer par 7 et elle est injective (on peut retrouver la préimage d’un
chemin on effectuant la méme opération encore une fois). De plus si X est le coin a distance
1 de A qui n’est pas dans 7, le chemin (AXA--- X A) n’est pas dans I'image. Donc b < a.

9. Zwei der drei Zahlen a,b,c Zahlen liegen auf der selben Seite von 1. Wegen der Symmetrie
seien dies ohne Beeinschrinkung der Allgemeinheit a,b. Dann gilt folgende Ungleichung;:

l+ab>a+bs (a—1)(b—-1)>0



10.

Wir wenden diese Ungleichung nun mehrmals an:

(a+b)(1+ab) _ (a+0b)?

1+ab+bc+ca>a+b+ (a+b)c= >
ab ab
2 2 2
> min (a+0b) 7(b+c) 7(c+a)
ab be ca

Fiir Gleichheit muss in erster Linie a = 1 oder b = 1 gelten. Wegen der Symmetrie gelte ohne
Beeinschrinkung der Allgemeinheit ¢ = 1, dann ist die Ungleichung dquivalent zu:

1 , 1 s 1 1
b+g+22m1n{b+g+2,b +b_2+2}:b+3+2

Da nach AM-GM gilt:

1 2 1 1 1
P4+1+—5+1>20+-=b+—+b+—->b+—+2
1t st 122+ s =bt bty > bt
Gleichheit gilt also dann und nur dann falls eine Variable gleich 1 ist.

1. Losung Sei D der Schnittpunkt von A;C7 und BP und sei E der Schnittpunkt von B1C;
und AP. Als erstes beobachten wir, dass H, D und E auf dem Thaleskreis iiber PCy liegen. Sei
S der Schnittpunkt des Umkreises des Dreiecks HC1 B und AC und sei T der Schnittpunkt
des Umkreises des Dreiecks HC1A; und BC. Das Ziel ist es, zu zeigen, dass die beiden eben
genannten Umkreise iibereinstimmen. Anwendung des Potenzsatzes an den Umkreisen von

HC{DPFE und HC1 AT liefert
BD-BP=BC,-BH = BA, - BT

Also ist nach der Umkehrung des Potenzsatzes PD AT ein Sehnenviereck. Wegen /PD A, =
90° ist des Umbkreis dieses Vierecks gerade der Thaleskreis iiber PA; und somit gilt auch



/PTA; = 90°. Wir wollen uns nun iiberlegen, wo der Mittelpunkt des Umkreises des Seh-
nenvierecks HC1 AT zu liegen kommt. Offenbar ist dies aber gerade der Mittelpunkt der
Strecke OP, da die Mittelsenkrechten von HC7 und AT beide durch diesen Punkt gehen.
Analog erhalten wir, dass der Mittelpunkt der Strecke OP auch der Mittelpunkt des Umkrei-
ses des Sehnenvierecks HC1SB; ist. Nun sind wir fertig, da die Mittelpunkte der Umkreise
der Sehnenvierecke HC1 AT und HC1SBj iibereinstimmen und H und C auf beiden Kreisen
liegen, d.h. die Kreise fallen zusammen und damit wére die Aussage bewiesen.

2. Losung Seien [; resp. Iy die Parallelen zu AP durch Bj resp. zu BP durch A;. Weiter
schneide [; die Gerade AB in G und Iy in I. Zudem schneidet Iy die Gerade AB in F'. Nach
Kostruktion liegen nun A; und By auf dem Thaleskreis iiber der Strecke IC7. Es geniigt somit
zu zeigen, dass I, P und H auf einer Geraden liegen, denn dann ist auch ZIHCy = 90°. Wir
zeigen dies, indem wir beweisen, dass das Dreieck GF'I eine Streckung des Dreiecks ABP an
H ist:

Seien dazu K und L die Schnittpunkte der Parallelen zu B1C7 durch H mit AP resp. GI.
Analog sind M und N definiert. Es geniigt nun % = % zu zeigen. Definiere dazu weiter
E und D als Schnittpunkte von B1C7 mit AP resp. von A;C7 mit BP. Nach Kostruktion
gilt dann LK = B1E und wegen NAAHK ~ ANAHP ist KH = Ai#. Weiter zeigt man mit
Winkeljagd ZOAC, = Z0B1Cy = ZEAB; und somit AB1AE ~ AOAC. Dies ergibt die

Beziehung B1E = %8101. Fasst man alles zusammen, was wir bisher haben, so erhélt man



LK  EA-OC;-AP
KH AC,-AH-PH’

Nun verwenden wir noch, dass F und H auf dem Thaleskreis iiber PC] liegen und erhalten

mit dem Potenzsatz AH - ACy = AE - AP. Schliesslich erhilt man so % = %. Aus
_ 0y

Symmetriegriinden muss analog auch % = 571 gelten, was den Beweis abschliesst.



