Losungen zur Vorrundenprifung 2011

Zuerst einige Bemerkungen zum Punkteschema. Eine vollstandige und korrekte Losung
einer Aufgabe ist jeweils 7 Punkte wert. Fiir Komplette Losungen mit kleineren Fehlern oder
Ungenauigkeiten, die aber keinen wesentlichen Einfluss auf die Richtigkeit der dargestellten
Losung haben, geben wir 6 Punkte. Bei unvollstandigen Losungen wird der Fortschritt und
der Erkenntnissgewinn bewertet (Teilpunkte). Oft gibt es mehrere Lésungen fiir ein Problem.
Versucht jemand zum Beispiel eine Aufgabe auf zwei verschiedenen Wegen zu losen, erreicht
auf dem ersten Weg 3 Punkte, auf dem zweiten 2 Punkte, dann wird seine Punktzahl nicht
5, sondern 3 sein. Punkte, die auf verschiedenen Wegen erreicht werden, sind also nicht
kumulierbar. Die unten angegebenen Bewertungsschemata sind nur Orientierungshilfe. Gibt
jemand eine alternative Losung, dann werden wir versuchen, die Punktzahl entsprechend
zu wahlen, dass fiir gleiche Leistung gleich viele Punkte verteilt werden. Die Schemata sind
stets wie folgt zu interpretieren :

Kommt jemand in seiner Losung bis und mit hierhin, dann gibt das soviele Punkte.
Ausnahmen von dieser Regel sind jeweils ausdriicklich deklariert.

1. Erste Losung :
Es gilt ZMAB = 90° und somit ist der Kreis durch die Punkte A, B, L und M gerade
der Thaleskreis iiber M B. Dann folgt aber sofort ZM LB = 90°. Analog erhélt man
ZNLC = 90°. M und N liegen also beide auf der Senkrechten zu BC' durch L und
damit ist die Aussage bewiesen.

F1GURE 1 — Aufgabe 1 - Skizze zur ersten Losung



Zweite Losung :

Sei ZAC B = ~y. Wir wihlen unsere Skizze so, dass L, M und N nicht auf einer Geraden
liegen (d.h. wir miissen unsere Skizze etwas ungenau zeichnen). Sei M’ der Schnittpunkt
der Geraden LN und AC. Wir sind fertig, wenn wir zeigen kénnen, dass M = M’ gilt.
Wegen der Innenwinkelsumme im Dreieck ABC gilt : ZABC = 90° —~. M BLA ist ein
Sehnenviereck, also gilt nach dem Peripheriewinkelsatz : ZAML = ZABL = 90° — ~.
AN LC ist ein Sehnenviereck, also ergéanzen sich gegeniiberliegende Winkel zu 180° und
somit gilt : ZANL = 180° —~. Wegen dem Aussenwinkelsatz beim Dreieck AM’'N gilt
ZANL = /ZM'AN + ZAM'N und somit ZAM'N = 90° — ~.

Nun ist aber ZAML = ZAM'L, also sind die Geraden M'L und ML parallel. Die
beiden Geraden enthalten aber beide L als gemeinsamen Punkt, also sind sie sogar
identisch und es folgt M = M’, womit wir fertig sind.

FIGURE 2 — Aufgabe 1 - Skizze zur zweiten Losung



Bemerkung : Bei dieser Aufgabe darf man natiirlich nicht annehmen, dass L, M und
N auf einer Geraden liegen, da man dies ja zeigen soll. Man darf somit gewisse Sétze
fiir Winkel nicht benutzen, wie z.B. dass Scheitelwinkel gleich gross sind. Fiir den Be-
weis darf man also nicht benutzen, dass z.B. ZANM = ZBNL gilt, da man dann ja
bereits davon ausgeht, dass L, M und N auf einer Geraden liegen. Bei dieser Aufgabe
ist es gefahrlich, wenn man eine genaue Zeichnung macht, bei der die drei Punkte auf
einer Geraden liegen, da man bei der Winkeljagd dann schnell einmal benutzt, dass
die Punkte auf einer Geraden liegen, ohne es aber zu bemerken. Es empfiehlt sich,
entweder zu zeigen, dass M und N unabhéangig voneinander auf der Senkrechten zu
BC durch L liegen (siehe 1. Losung), oder die Zeichnung so zu machen, dass L, M und
N nicht auf einer Geraden liegen (siehe 2. Losung).

Zum Punkteschema : Falls jemand gezeigt hat, dass ZM LB = 90° oder /N LC' = 90°
gilt, gab das 2 Punkte.

. Erste Losung :
n = 1 ist eine Losung. Sei nun n > 1. Seien dy, ds, ..., d; die positiven Teiler von n,
sodass 1 =d; <ds < ... < dj =n.

Es gllt dldk = dgdk_l = dgdk_g

= -+ =n denn fiir jeden Teiler m von n ist auch - ein
Teiler von n und m' > m & 15 <

.
Damit aber

di-dy-dy_q-dp=n>

gelten kann, muss k£ > 4 sein und dann folgt daraus
dg N 'dk—l = TL2.

Damit diese Gleichung erfiillt sein kann, muss nun k£ > 6 gelten. Und daraus folgt
wiederum

ds---dg_o =n.
Diese letzte Gleichung kann aber nur erfiillt sein, wenn wir dj_s = d4 und dsdy = n
haben. Also muss n genau 6 positive Teiler haben.
Eine Zahl n = p{"p5? - - - p" hat genau

(a1 +D(ag+ 1) (g +1)

Teiler. Genau 6 = 3 - 2 Teiler haben also jene n mit a; = 2, g = 1 und oy =5 tibrig.
Uberpriifen dieser Félle zeigt, dass die gesuchten Zahlen genau 1 und alle n der Form
p® und p?q mit zwei verschiedenen Primzahlen p, g sind.

Zum Punkteschema : Es gab 2 Punkte wenn man erwahnt hat, dass man zu jedem
Teiler einen Teiler (nicht notwendigerweise verschieden) finden kann, sodass ihr Pro-
dukt gerade n ergibt. Weitere 2 Punkte gab es, wenn man zeigte, dass die Zahl genau



6 Teiler haben muss, wenn die Argumentation unvollstandig war gab es nur ein Punkt.
Wenn zur Vollstéandigen Losung Félle fehlten, so gab es pro Fall einen Punkt Abzug.

Zweite Losung :
n = 1 ist eine Losung, sei nun n> 1. Nehme an es gibt 3 verschieden Primzahlen p, ¢, r
die n teilen. Dann ist aber :

I 4
r

Es gibt also hochstens 2 verschiedene Primzahlen, die n teilen. Sei n = p®, wobei p
eine Primzahl ist und « eine natiirliche Zahl. Dann ist :

«

[[d=][v = pe2 = ntesr

dln i=0
d>0

Es muss also o = 5 gelten. Sei nun n = p*¢®, wobei p, ¢ Primzahlen sind und o > 3
natiirliche Zahlen. Nehme an o > 3 dann gilt :

n n
p ._2.p3._3.n:n4>n3
p p

Durchtesten der restlichen Falle liefert noch die Losung : n = p?q, wobei p, ¢ Primzah-
len sind.

Zum Punkteschema : Es gab 3 Punkte, wenn man die Anzahl Primteiler von n stark
einschrinken konnte. Ferner gab es jeweils fiir die Fille n = p® respektive n = p®¢®
jeweils einen Punkt. Wenn die 1 vergessen wurde gab es einen Punkt Abzug.

Dritte Losung :
Sei d(n) die Anzahl Teiler von n und 1 =d; < --- < dg(,) = n die Teiler von n. Dann
gilt :

din i=1 i=1 i1
d>0

ndm/2 = n3 < d(n) = 6 oder n = 1, das heisst alle Zahlen der Form p?q, p° oder 1,
wobei p, ¢ Primzahlen sind.

Zum Punkteschema : Analoge Punkteverteilung wie bei der ersten Losung.



Vierte Losung :
n = 1 ist eine Losung, sei nun n > 1. Wir benutzen nun die eindeutige Primfaktorzer-
legung von n :

n=pyps? - ppt, mit k>1

wobei o; € N flir 1 < i < k und p; verschiedene Primzahlen. Ein Teiler von n hat nun
die Form :
d:pf1p§2---p£’“, mit Ng2 3, <o fir 1 <:<k

Es gibt nun jeweils (ag + 1)(as + 1) - - - (ag + 1) Teiler, bei welchen der Exponent von
p1 0,1,2,... ay ist. Der Exponent von p; iiber das Produkt aller Teiler von n ist also
gleich

aq

(a2+1)(a3+1)---(ak+1)2i: %al(a1+1)(a2+1)---(ak+1)

Dies muss nach Aufgabenstellung gleich 34 sein, da «; # 0 ist muss also gelten :
(p +D)(ag+ 1) (s +1) =6 (1)

Dies ist nur moglich, falls £ = 1 und a; = 5 oder £ = 2 und a1 = 2,00 = 1
oder oy = 1,9 = 2. Eine kurze Rechung zeigt, dass diese zwei Moglichkeiten auch
tatsachlich Losungen sind.

Zum Punkteschema : Wenn man bis und mit zur Gleichung (1) kam und die Rechnung
sauber gefiihrt wurde gab es 3 Punkte. Es gab einen Punkt Abzug falls die 1 vergessen
wurde.

. Wir betrachten alle mogliche Summen. Jede dieser 11 Zahlen kann zur Summe gehoren
oder nicht, also gibt es 2048 = 2 Summen.

Nach dem Schubfachprinzip werden irgendwelche zwei Summen S; und S5 den gleichen
Rest bei der Division durch 2011 ergeben.

Dann ist die Differenz von S; und Sy durch 2011 teilbar. Nach Kiirzen der Zahlen,
die in beiden Summen vorhanden sind, ist entweder S; — S5 oder Sy — S; von der
gewlinschten Form.

Zum Punkteschema : In dieser Aufgabe gab es keine Teilpunkte. Einen Punkt Abzug
gab es, falls nicht beachtet wurde, dass nach der Konstruktion auch vor jeder Zahl ein
— stehen kann.



4. Wir beginnen damit zu zeigen, dass der Bus ab einer bestimmten Grosse von n min-
destens einmal ringsherum fahren muss um alle Haltestellen zu besuchen.

Falls der Bus das nicht tut, muss er (um alle Haltestellen zu besuchen und wieder nach
Zirich zu kommen) alle Abschnitte bis auf einen mindestens zweimal befahren. Das
heisst er muss mindestens 2(n — 1) Abschnitte befahren.

Es gilt aber 2(n — 1) > n + 2 fiir n > 5. Das heisst ab n = 5 gibt es ausschliesslich
Routen in denen der Bus ringsherum fahrt. Da 2n > n + 2 fiir alle n > 3 kann der Bus
ausserdem hochstens einmal ringsherum fahren.

Fall n > 5 : Um einmal rundherum zu fahren bendétigt der Bus bereits n Abschnitte.
Um am Ende in Ziirich zu sein muss der Bus also insgesamt n+ 1 mal in die eine Rich-
tung und einmal in die entgegengesetzte Richtung fahren. Es gibt n + 2 Moglichkeiten
den Zeitpunkt zu wahlen, wann der Bus zurtlick fahrt. Da der Bus den Ring in zwei
Richtungen umfahren kann gibt es also insgesamt 2(n + 2) Moglichkeiten.

Fall n = 4 : Da der Bus 6 Abschnitte fahren muss, kann er den Ring nicht zweimal
umfahren. Falls er den Ring einmal umfahrt gibt es nach obigem Argument genau
2(4+2) = 12 Moglichkeiten. Falls der Bus nicht rundherum fahrt, muss er je 3 Absch-
nitte in beide Richtungen fahren. Genaue Inspektion der Félle zeigt, dass der Bus nach
dem ersten Richtungswechsel 3 Abschnitte zuriick fahren muss um alle Haltestellen be-
suchen zu kénnen. Da er in zwei Richtungen starten kann und zu 3 Zeitpunkten wenden
kann ergeben sich 6 zusatzliche Routen. Insgesamt hat der Bus also 18 mogliche Routen.

Fall n = 3 : Da der Bus 5 Abschnitte fahren muss, kann er den Ring nicht zweimal
umfahren. Falls er den Ring einmal umfahrt gibt es nach obigem Argument genau
2(3 +2) = 10 Moglichkeiten. Falls der Bus den Ring nicht umf&hrt muss er die gleiche
Anzahl Abschnitte in beiden Richtungen befahren um wieder nach Ziirich zu kommen.
Da er insgesamt aber 5 Abschnitte fahren muss, gibt es keine zusétzlichen Routen.

Fall n = 2 : Der Bus fahrt zwischen zwei Haltestellen hin und her. Bei jeder Fahrt hat
er genau 2 Abschnitte zur Wahl. Insgesamt gibt es also 2% = 16 mogliche Routen.

Zum Punkteschema : Das Betrachten des Falles in dem der Bus rundherum fahrt gibt
1 Punkt. Fir das korrekte Bestimmen der Anzahl Routen dieses Typs gibt es zwei
zusatzliche Punkte. Falls man sich hierbei leicht verzahlt gibt es nur einen zusatzlichen
Punkt.

Zwei weitere Punkte gibt es fiir eine richtig begriindete Schranke, ab welcher der Bus
rundherum fahren muss.

Fiir die Spezialfille n = 2,3,4 gibt es 2 Punkte insgesamt. Pro fehlendem (oder fal-
schem) Fall wird davon 1 Punkt abgezogen. (Fiir einen einzelnen Spezialfall gibt es
also keine Punkte.)



5. Seien X bzw. Y die Schnittpunkte der Geraden C'D mit PA bzw. PB.

FIGURE 3 — Aufgabe 5 - Skizze zur ersten Losung

Erste Losung :

Nach Konstruktion (Spiegelung an der Winkelhalbierenden) gilt /ZDBA = ZY BC. Da
ABCD ein Sehenviereck ist folgt ausserdem /BAD = ZBCY . Sei nun a« = ZADB.
Wenn wir nun die Winkelsumme in den Dreiecken ABD und C'BY vergleichen, finden
wir ZC'Y B = «. Eine analoge Winkeljagd liefert ZACB = ZAX D. Aber wegen dem
Peripheriewinkelsatz gilt auch ZAC'B = « und schliesslich ZAX D = «, also ist das
Dreieck X PY ist gleichschenklig.

Weiter gilt /Y PX = 180° — 2a wegen der Winkelsumme in X PY und ZAOB = 2«
wegen dem Zentriwinkelsatz. Das zeigt, dass auch APBO ein Sehenviereck ist und
da AO = BO also ZOPA = ZOPB. Desshalb ist PO die Winkelhalbierende im
gleichschenkligen Dreieck X PY und steht somit senkrecht auf XY, womit die Auf-
gabe bewiesen ist.

Zum Punkteschema :
~ /DBA = /Y BC bzw. ZCAB = /X AD 1 Punkt



— LADB = /DY B bzw. ZACB = ZCXA 1 Punkt
— Dreieck X PY gleichschenklig 1 Punkt
— PBOA Sehenviereck 2 Punkte.

Zweite Losung :

Sei ¥ der Schnittpunkt der Winkelhalierenden von ZC'AD und ZC AD. Weiter setzen
wir ZCBE = e.

Esist also ZOUBD = ZCAD = 2¢, wobei die erste Gleichung aus der Peripheriewinkel-
satz folgt. Dann ist aber auch ZCAE = ¢ = ZCBE, also liegt auch auf dem Umkreis
des Sehenvierecks.

Zudem ist ja auch ZEAD = e und somit CE = ED, also liegt F auch auf der Mittel-
senkrechten von C'D. Da das Zentrum O des Kreises auch auf dieser liegt, bleibt noch
zu zeigen, dass P auf der Geraden FO liegt.

Sei dazu /BAE = o und ZEBA = (. Somit ist ZAED = 180° — o« —  und we-
gen dem Zentriwinkelsatz ZAOB = 360° — 2o — 283. Weiter gilt nach Konstruktion
/ZPAB = 180° — 2a und ZPBA = 180° — 2 und wegen der Winkelsumme im Dreieck
APB schliesslich ZAPB = 2a +  — 180°.

Wir finden also ZAOB+ ZAPB = 180° und daher APBO ein Sehnenviereck. Jetzt ist
/ZBOP = ZBAP = 180° — 2a und noch einmal wegen dem Zentriwinkelsatz ZEOB =
2. Damit sind wir fertig, denn jetzt haben wir ZEOB + ZBOP = 2a + 180° — 2a =
180°, was beweist, dass £/, O und B auf einer Geraden liegen.

Zum Punkteschema :

— F liegt auf dem Kreis 1 Punkt

— (zusétzlich zum vorigen Punkt) E liegt auf der Mittelsenkrechten +1 Punkt
— PBOA ist ein Sehenviereck 2 Punkte.






