IMO Selektion 2008 Losungen

1. Finde alle Tripel (a, b, ¢) natiirlicher Zahlen, sodass gilt:

albe—1, b|ca—1, clab—1.

1. Losung

Offenbar sind a, b, ¢ paarweise teilerfremd, denn zum Beispiel ist jeder gemeinsame
Teiler von a und b wegen a|bc — 1 auch ein Teiler von 1. Da bc — 1 durch a teilbar
ist, muss auch ab + bc + ca — 1 durch a teilbar sein, und aus Symmetriegriinden gilt
dasselbe fiir b und c. Wegen der Teilerfremdheit von a, b und c erhalten wir daher

abc | ab + be + ca — 1.

Insbesondere ist die linke Seite nicht grosser als die rechte, das heisst nach Division

mit abe
1+1+1 1>1
a b ¢ abc

Wir konnen nun a < b < ¢ annehmen und unterscheiden drei Fille:

(i) Fiir a > 3 ist die linke Seite kleiner als 1, Widerspruch.

(ii) Sei @ = 2. Fiir b > 4 ist die linke Seite kleiner als 1, folglich ist b = 2,3. Nur
b = 3 fithrt zur Losung ¢ = 5.

(iii) Fiir a = 1 erhalten wir aus den urspriinglichen Bedingungen ¢ |b—1. Wegen ¢ > b
folgt daraus b = 1.

Man iiberlegt sich leicht, dass in den Fillen (a,b,¢) = (2,3,5) und a = b = 1. die
Bedingungen erfiillt sind, die gesuchten Tripel (a,b,c) sind also die Permutationen
von

(2,3,5) und (1,1,n), n>1.
2. Loésung
Multiplizieren der Teilbarkeitsbedingung liefert, dass abc ein Teiler von (ab — 1)(bc —
1)(ca — 1) = (abc)® — abc(a+ b+ ¢) + (ab + be + ca) — 1 ist, also gilt wieder

abc|ab + ab + ca — 1.

Man kann nun wie in der ersten Losung weiterfahren.

2. Seien m,n natiirliche Zahlen. Betrachte ein quadratisches Punktgitter aus (2m + 1) x
(2n + 1) Punkten in der Ebene. Eine Menge von Rechtecken heisst gut, falls folgendes
gilt:

(a) Fiir jedes der Rechtecke liegen die vier Eckpunkte auf Gitterpunkten und die
Seiten parallel zu den Gitterlinien.

(b) Keine zwei der Rechtecke haben einen gemeinsamen Eckpunkt.



Bestimme den grosstmoglichen Wert der Summe der Fléachen aller Rechtecke in einer
guten Menge.

Losung

Wir fithren Koordinaten ein, sodass das Gitter genau aus den Punkten (z,y) mit ganz-
zahligen Koordinaten —m < x < m und —n < y < n besteht. Wir bestimmen die
grosstmogliche Anzahl Rechtecke in einer guten Menge, die ein festes Einheitsquadrat
iiberdecken kénnen. Aus Symmetriegriinden kénnen wir uns dabei auf den ersten Qua-
dranten beschréanken. Betrachte das Einheitsquadrat mit oberem rechtem Eckpunkt
(k+ 1,1+ 1), k,1 > 0. Fiir jedes Rechteck, das dieses iiberdeckt, muss dessen oberer
rechter Eckpunkt in der Menge {(x,y) |k+1 <x <m, [+1 <y < n} liegen, und we-
gen (b) sind diese Eckpunkte alle verschieden. Daraus folgt, dass das Einheitsquadrat
von hochstens (m — k)(n — [) Rechtecken iiberdeckt wird.

Somit ist die Summe der Flidchen aller Rechtecke in einer guten Menge hochstens gleich

4:Z”ikz - 4<§k)(lil>
o _n;(m+1;.n(n+1)
2 2

= 4

=mn(m+1)(n+1).

Dieses Maximum wird auch angenommen: Die Menge aller Rechtecke mit Eckpunkten
(£k,+l), 1 < k < m,1 <1 < nist gut und fiir sie gilt in obigen Abschitzungen
iiberall Gleichheit.

Abbildung 1: Konstruktion zur Losung von Aufgabe 3

3. Sei ABC' ein Dreieck mit LZABC # ZBCA. Der Inkreis k des Dreiecks ABC' beriihre
die Seiten BC', C A bzw. AB in den Punkten D, E bzw. F'. Die Strecke AD schneide
k ein weiteres Mal in P. Sei ) der Schnittpunkt von E'F mit der Rechtwinkligen zu
AD durch P. Sei X bzw. Y der Schnittpunkt von AQ mit DFE bzw. mit DF. Zeige,
dass A der Mittelpunkt von XY ist.



Loésung
Sei I der Inkreismittelpunkt des Dreiecks ABC und M der Mittelpunkt der Strecke

EF.

Wir zeigen zuerst, dass IM PD ein Sehnenviereck ist. Wegen AF = AFE liegen

A, M und I auf einer Geraden und ZF M1 = 90°. Da auch ZAFI = 90° gilt, liegt der
Umkreis von FIM tangential zur Gerade AF. Nach dem Potenzsatz gilt nun

AM - AI = AF? = AP - AD,

also ist IM PD ein Sehnenviereck. Wegen ZQMA = 90° = ZQPA ist QM PA eben-
falls ein Sehnenviereck. Eine kurze Winkeljagd zeigt, dass BC' und AQ) parallel sind:

LADC =90° — ZIDP =90° — (180° — LZIMP) = ZPME = ZQAD.

Daraus folgt, dass AY F' d&hnlich zum gleichschenkligen Dreieck BDF ist und AXFE
dghnlich zum gleichschenkligen Dreieck CDE. Also ist AY = AF und AX = AF.
Somit gilt AX = AF = AF = AY.

. Zwei Kreise k1 und ko schneiden sich in A und B. Sei r eine Gerade durch B, die k; in
C und ks in D schneidet, so dass B zwischen C' und D liegt. Sei s die Gerade parallel
zu AD, die k; in E beriihrt und zu AD den kleinstmoglichen Abstand hat. Die Gerade
AF schneidet ko in F'. Sei t die Tangente zu ko durch F'. Beweise dass gilt:

(a)
(b)

Die Gerade t ist parallel zu AC.

Die Geraden r, s und ¢ schneiden sich in einem Punkt.

Losung

(a)

Wir zeigen zuerst, dass C'E parallel zu DF' ist. Es gilt
LCEF = /CFEA=/ZABD = ZAFD = ZEFD,

also ist C'E parallel zu DF'. Sei X der Schnittpunkt von s und ¢. Um die Par-
allelitdt von AC' und t zu zeigen, geniigt es ZDFX = /FECA zu beweisen, und
dies folgt aus dem Sehnen-Tangentenwinkelsatz:

/LDFX = /DAF = /XEF = ZECA.

Sei U der zweite Schnittpunkt des Umkreises von EBF mit der Geraden r. Zudem
sei T" bzw. S der Schnittpunkt von r mit ¢ bzw. s. Es gilt

LUEF = /UBF = Z/DBF = /DAF = ZSEF,
also ist S = U. Weiter gilt
LUFE =/UBE = LZUBA+/ABFE = /DBA+/ACFE = /DFA+/TFD = /TFE,

also ist T'= U. Somit schneiden sich die drei Geraden r, s und ¢t im Punkt U.



5. Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Beweise die folgende Ungleichung;:

a b c 1
+ + < —=Va+b+ec
V3a+2b+c V3b+2c+a V3c+22a+b T V2

1. Losung
Nach CS ist das Quadrat der linken Seite der Ungleichung hochstens gleich
a b c

§a—|—2b—|—c+3b—|—20—|—a+30+2a+bl).
A

(a+b+c)-(

Es geniigt also A < % zu zeigen, oder dquivalent dazu 3—2A4 > % Wir setzen x = a+0,

B - 2  _ a#2btc _ Y Jio s
Yy =0b+c, z=c+ aund erhalten wegen 1 — o—=— = ==t = 2% die dquivalente
Ungleichung

T +y y+z+z—|—x>3
2r+2 2tz 224y 2

Wieder nach CS ist die linke Seite mindestens gleich

(x+y)+@+2)+ (z+2)°
(z+y)2r+2)+Wy+2)2y+2)+ (z+2)(22+y)’

es geniigt also zu zeigen, dass 4(x +y + 2)* > 3((x + y) 2z + 2) + (y+ 2)(2y + x) +
(z +x)(22 +y)) ist. Nach Vereinfachung lautet dies 2% + y? + 22 > zy + yz + 2z, was
nach AM-GM stimmt. Damit ist alles gezeigt.

2. Losung

Fiir den ersten Schritt kann man auch die gewichtete Ungleichung von Jensen verwen-
den. Da die Ungleichung homogen ist, konnen wir a + b + ¢ = 1 annehmen, sodass
a,b, c ein Gewichtssatz ist. Die Funktion f(x) = y/z ist konkav fiir z > 0, somit gilt
nach Jensen fiir die linke Seite L:

LZ%“J“(M) <H(Xsrms) =4

cyc
mit A wie in der ersten Losung. Homogenisiert man nun wieder, dann geniigt es A < %
zu zeigen. Man kann wie in der ersten Losung weiterfahren.

6. Ein reguléres 2008-Eck wird irgendwie mit 2005 sich nicht schneidenden Diagonalen in
lauter Dreiecke zerlegt. Bestimme die kleinstmogliche Anzahl nicht gleichschenkliger
Dreiecke, die in einer solchen Zerlegung auftreten konnen.

1. Losung

Wir nennen ein gleichschenkliges Dreieck gut und ein nicht gleichschenkliges schlecht.
Fiir eine natiirliche Zahl n bezeichne n(® die Anzahl Einsen in der Binirdarstellung
von n. Wir werden allgemeiner zeigen, dass in jeder Triangulierung eines reguléren
n-Ecks mindestens n(®? — 2 schlechte Dreiecke vorkommen. Dazu iiberlegt man sich
zuerst leicht Folgendes:



Lemma 1. Fiir belicbige natiirliche Zahlen a,b gilt a® 4+ > (a—'l'—b)@) mit Gleichheit
genau dann, wenn bei der Addition a + b im Bindrsystem keine Ubertrdige auftreten.

Der Hauptschritt besteht aus folgendem Resultat:

Lemma 2. In jeder Triangulierung eines Segments des n-Ecks iiber einem Bogen aus
k<3 Seiten treten mindestens k@ — 1 schlechte Dreiecke auf.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach £ > 1. Fiir den degenerierten Fall £ = 1
ist die Behauptung trivial, wir nehmen daher £ > 1 an. Die begrenzende Diagonale
dieses Segments ist Seite eines Dreiecks A in der Triangulierung. Der dritte Eckpunkt
von A zerlege den Bogen in zwei Teilbogen der Langen a,b mit a + b = k. Nach
Induktionsvoraussetzung treten in der Triangulierung dieser Bogen mindestes a® — 1
bzw. b3 — 1 schlechte Dreiecke auf. Wir unterscheiden zwei Fille:

(i) A ist schlecht. Dann treten insgesamt mindestens (a® — 1) 4 (b — 1) +1 >
(a4 b)@ — 1 = k@ — 1 schlechte Dreiecke auf.

(i) Aist gut. Wegen k& < % muss dann a = b = % sein. Die Anzahl schlechter Dreiecke
ist daher wieder mindestens (a® — 1) + (b® —1) = 2(k® — 1) > k@ — 1.

]

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis und unterscheiden wieder zwei Fille.

(a) Eine der Diagonalen geht durch den Mittelpunkt des n-Ecks. In diesem Fall ist
n = 2k gerade und nach Lemma 2 ist die Anzahl schlechter Dreiecke mindestens
2(k®@ — 1) =2(n® — 1) > n® — 2.

(b) Der Mittelpunkt liegt im Inneren eines Dreiecks A, dessen Eckpunkte den Rand
des n-Ecks in drei Bogen der Langen a, b, ¢ mit a+ b+ ¢ unterteilt. Ist A schlecht,
dann ist die Anzahl schlechter Dreiecke mindestens (a® — 1)+ (b —1) + (¢ —
D+1>(a+b+c)? —2=n? —2 Ist A jedoch gut, dann sind zwei der drei
Zahlen a, b, c gleich, oBdA sei a = b. In diesem Fall ist die Anzahl schlechter
Dreiecke mindestens 2a® + ¢ —3 > ((2a)® 4+ 1) + ¢ -3 > n® — 2.

Wegen 20082 = 7 enthilt also jede Triangulierung mindestens 5 schlechte Dreiecke.
Zum Schluss konstruieren wir noch eine Beispiel mit 5 schlechten Dreiecken. Man iiber-
legt sich leicht, dass jedes Segment iiber einem Bogen, dessen Lénge eine Zweierpotenz
ist, ohne schlechte Dreiecke trianguliert werden kann. Tut man dies fiir aufeinander-
folgende Sektoren der Langen 1024, 512, 256, 128, 64, 16 und 8, dann lésst sich das
verbleibende 7-Eck natiirlich mit 5 (schlechten) Dreiecken triangulieren. Damit ist al-
les gezeigt.

2. Losung

Wir geben ein zweites Argument, dass mindestens n(?) —2 schlechte Dreiecke existieren.

Lemma 3. Sei k < 5 eine natiirliche Zahl.

(a) Ladsst sich ein Segment des n-Ecks iiber einem Bogen aus k Seiten ohne schlechte
Dreiecke triangulieren, dann ist k eine Zweierpotenz.

(b) Ladsst sich ein Segment des n-Ecks tiber einem Bogen aus k Seiten mit s schlechten
Dreicken triangulieren, dann auch jedes Segment tiber einem Bogen aus 2k Seiten.



Beweis. Fiir (a) verwenden wir Induktion nach k, der Fall £ = 1 ist trivial. Die be-
grenzende Diagonale dieses Segments ist Seite eines gleichschenkligen Dreiecks A in
der Triangulierung, und wegen k£ < % muss sie die Basis von A sein. Der dritte Eck-
punkt von A zerlegt den Bogen also in zwei gleich grosse Teilb6gen, deren Liange nach
Induktionsvoraussetzung eine Zweierpotenz ist. Somit ist auch k eine Zweierpotenz.
Fiir (b) “strecke” man den Sektor mitsamt seiner Triangulierung um den Faktor 2 und
fiige am Rand k kleine gleichschenklige Dreiecke hinzu.

O

Wir betrachten nun eine Triangulierung des n-Ecks mit der kleinstmoglichen Anzahl
schlechter Dreiecke. Kommt gar kein schlechtes Dreieck vor, dann wéhlen wir ein Drei-
eck, das den Mittelpunkt des n-Ecks im Innern oder auf dem Rand enthélt, und wenden
(a) auf die drei Segmente an, die durch dessen Seiten begrenzt werden. Die Lénge der
zugehorigen Bogen sind also Zweierpotenzen und zwei davon sind gleich. Daraus folgt
n® < 2. Wir nehmen nun an, es existiere ein schlechtes Dreieck und bezeichnen die
konvexe Hiille aller schlechten Dreiecke mit H, dies ist ein konvexes Polygon, dessen
Eckpunkte auch Eckpunkte des n-Ecks sind. Sei A ein beliebiges gutes Dreieck. Die
beiden gleich grossen Seiten begrenzen Segmente der Linge < &, und wir behaupten,
dass in diesen Segmente kein schlechtes Dreieck vorkommt. Denn nach (b) lésst sich
die Vereinigung S der beiden Segmente und A mit gleich vielen schlechten Dreiecken
triangulieren, wie einer der beiden Segmente. Aus der Minimalitét folgt also, dass das
jeweils andere Segment gar kein schlechtes Dreieck enthalten kann. Dies zeigt, dass
H und S keinen gemeinsamen inneren Punkt haben und insbesondere A nicht in H
enthalten ist. Da A beliebig war, besteht H also ausschliesslich aus schlechten Drei-
ecken. Die Seiten von H begrenzen somit Segmente, die aus lauter guten Dreiecken
bestehen, deren Lange ist nach (a) daher eine Zweierpotenz. Die Summe dieser Langen
ist gleich n und daher besitzt H mindestens n(® Seiten und die Triangulierung min-
destens n(?) — 2 schlechte Dreiecke.

Bemerkung: Die kleinstmogliche Anzahl schlechter Dreiecke ist tatsichlich n® — 2
(respektive 0 falls n eine Zweierpotenz ist). Die obige Konstruktion fir n = 2008
iibertragt sich sofort auf den allgemeinen Fall. Die zweite Losung gibt zudem sehr
genaue Information iiber die Lage der schlechten Dreiecke in einer optimalen Trian-
gulierung.

. Seien a, b natiirliche Zahlen. Zeige, dass man die ganzen Zahlen mit drei Farben farben
kann, sodass zwei ganze Zahlen mit Differenz a oder b stets verschieden gefirbt sind.

1. Losung

Wir féarben 0 beliebig und konstruieren die gesuchte Féarbung zuerst induktiv fiir die
positiven ganzen Zahlen. Nehme an, 0,1,...,n — 1 seien schon gefarbt. Wir kénnen
jetzt n einfach so firben, dass keine der beiden Zahlen n — a und n — b (sofern diese
iiberhaupt schon gefirbt sind) dieselbe Farbe besitzt. Da wir drei Farben zur Verfiigung
haben, ist dies stets moglich.

Wir kénnen nun dasselbe Verfahren anwenden, um die negativen ganzen Zahlen in-
duktiv zu farben. Seien namlich —n 4+ 1, —n + 2,... schon gefarbt, dann farben wir
—n S0, dass keine der beiden Zahlen —n + a und —n + b dieselbe Farbe besitzt. Damit



sind wir fertig.

2. Losung

Wir konstruieren eine (a + b)-periodische Farbung mit den geforderten Eigenschaften.
Dazu kénnen wir a < b annehmen und setzen b = na + r mit 0 < r < a (Division mit
Rest). Wir unterteilen die Zahlen 1,2, ... a + b wie folgt in Blocke:

{1,2,...;a}U{a+1,a+2,....,2a} U...U{(n—1)a+1,(n—1)a+2,...,na}
U{na+1,na+2,...,na+r=0yU{b+1,b+2,...,a+ b}.

Jeder dieser Blocke besteht aus a aufeinanderfolgenden Zahlen, ausser der zweitletzte,
welcher aus 7 solchen besteht (im Fall » = 0 ist er leer). Wir farben nun diese Blocke
abwechselnd rot und blau ausser dem letzten, den farben wir griin, und setzen diese
Farbung (a + b)-periodisch fort. Offenbar haben je zwei Zahlen mit Differenz a ver-
schiedene Farben. Seien andererseits x und y = x + b zwei Zahlen mit Differenz b und
derselben Farbe. Wegen der Periodizitéit haben dann auch y und x +a+0 =y +a
dieselbe Farbe und Differenz a, ein Widerspruch.

3. Losung

Wir nennen eine Farbung, die die Bedingungen der Aufgabe erfiillt, eine (a, b)- Farbung.
Ist ggT(a,b) = d > 1, dann konnen wir aus einer (%, %)-Féirbung durch “Blockbildung”
eine (a, b)-Farbung konstruieren: Farbe namlich kd, kd + 1,... kd 4+ (d — 1) alle mit
der entsprechenden Farbe von k in einer (£, 2)-Férbung.

Wir konnen also annehmen, dass a und b teilerfremd sind, ausserdem sei a > b (der Fall
a =b =1 ist trivial). Wir betrachten zuerst den Fall a = b+ 1. Wir unterteilen Z in
Blocke von je b aufeinanderfolgenden Zahlen und férben diese Blécke abwechselnd rot,
blau und griin. Zwei ganze Zahlen mit Differenz b liegen stets in aufeinanderfolgenden
Blocken und sind daher verschieden gefiarbt. Zwei Zahlen mit Differenz a liegen in zwei
Blocken, die aufeinander folgen, oder die einen einzigen Block zwischen sich haben,

diese Zahlen sind also ebenfalls verschieden gefarbt.

Sei nun a > b+ 1. Wir farben die ganzen Zahlen beziiglich ihrer Restklasse modulo
n=a—>b2>2 Esgilta=>b(mod n) und wir bezeichnen den gemeinsamen Rest
von a und b bei Division durch n mit r. Es geniigt sicher, wenn wir eine Féarbung
konstruieren, sodass zwei Restklassen z und y mit 2 —y = r (mod n) stets verschieden
geférbt sind. Da r und n teilerfremd sind, durchlaufen die Zahlen 0,7, 2r, .. ., (n—1)r
alle Restklassen modulo n genau einmal. Wir farben diese daher abwechslungsweise
rot und blau, ausser (n — 1)r, welche wir griin farben. Dies erfiillt alle Bedingungen.

4. Losung

Wie in der 3. Losung konnen wir annehmen, dass a und b teilerfremd sind. Nach dem
Satz von Bezout lésst sich jede ganze Zahl in der Form za + yb schreiben und es ist
xa + yb = 2’a + y'b genau dann, wenn ' = x + kb und v = y — ka gilt fiir eine
ganze Zahl k. Wir konstruieren nun die gesuchte Féarbung in der zy-Ebene, das heisst
wir farben jedes Paar (z,y) mit einer von drei Farben, sodass folgende Eigenschaften
erfiillt sind:

(i) Die Punkte (x,y) und (x,y + 1) haben stets verschiedene Farben, ebenso wie
die Punkte (x,y) und (z + 1,y), denn diese Punktpaare entsprechen genau den
Paaren ganzer Zahlen mit Differenz a oder b.



(ii) Die Punkte der Form (x + kb, y — ka) haben fiir alle k € Z dieselbe Farbe, denn
sie reprisentieren alle dieselbe ganze Zahl.

Dazu firben wir die Punkte (z,y) im vertikalen Streifen 0 < x < b — 1 mit der
Standard-3-Férbung, d.h. entsprechend der Restklasse von x + y (mod 3). Wir ver-
schieben die Férbung dieses Streifen nun um ganzzahlige Vielfache des Vektors (b, —a),
diese Verschiebungen iiberdecken die Ebene liickenlos und {iberlappungsfrei. Diese
Farbung der Ebene erfiillt Punkt (ii) und auch Punkt (i) innerhalb jedes vertikalen
Streifens. An den Ubergéingen zwischen zwei Streifen ist (i) genau dann erfiillt, wenn
b—a # 1 (mod 3) gilt. Folglich liefert diese Konstruktion eine (a, b)-Farbung ausser
im Fall b—a =1 (mod 3). Ist letzteres aber der Fall, dann gilt « —b # 1 (mod 3) und
somit liefert die gespiegelte Konstruktion mit vertauschten Rollen von a und b eine
(a, b)-Farbung. Damit ist alles gezeigt.

Bemerkung: Das Argument der ersten Losung liefert auch die Verallgemeinerung:

Sind ay, ..., a, natirliche Zahlen, dann lassen sich die ganzen Zahlen mit n + 1 Far-
ben firben, sodass zwei ganze Zahlen x,y mit |x —y| € {ay,...,a,} stets verschieden
gefirbt sind.

. Sei ABC' ein Dreieck und D ein Punkt im Innern der Strecke BC'. Sei X ein weiterer
Punkt im Innern der Strecke BC' verschieden von D und sei Y der Schnittpunkt von
AX mit dem Umkreis von ABC. Sei P der zweite Schnittpunkt der Umkreise von
ABC und DXY. Beweise, dass P unabhéngig von der Wahl von X ist.

1. Losung

Sei A’ die Spiegelung von A an der Mittelsenkrechten von BC. Die Gerade AA’ ist
dann parallel zu BC und A’ liegt auf dem Umkreis von ABC. Sei P’ der zweite
Schnittpunkt von A’D mit dem Umkreis von ABC'. Nun gilt

/XYP =/AYP = /AA'P = Z/CDP' =180° — ZXDP'

also ist XY P'D ein Sehnenvierreck und P = P’. Somit ist P unabhingig von der
Wahl von X.

2. Losung

Wir nehmen oBdA an, dass X im Innern der Strecke BD liege und betrachten zu-
erst den Fall, wenn die Punkte B,Y, P, C in dieser Reihenfolge auf dem Umkreis von
AABC liegen (siche Abbildung 2 (a)). Seien « = ZBDP, f = ZPBC und v = ACB.
Da nach Konstruktion XY PD ein Sehnenviereck ist, gilt Z/PY X = 180° — «, und
weil AY PC' ebenfalls ein Sehnenviereck ist, gilt /PCA = «. Mit dem Peripherie-
winkelsatz iiber der Strecke PC' zeigen wir, dass ZPAC = ( gilt. Damit haben wir
gezeigt, dass die beiden Dreiecke BPD und APC &hnlich sind und schliessen daraus
/ZDPB = ZCPA. Ziehen wir von dieser Gleichung den Winkel ZDPA ab, erhalten
wir ZCPD = ZAPB. Mit dem Peripheriewinkelsatz iiber der Sehne AB sieht man,
dass ZAPB = = gilt, also unabhéngig von der Wahl von X ist. Der Punkt P ist somit
einer der Schnittpunkte des Umkreises von AABC und des Ortsboges mit Winkel ~
iiber der Strecke DC'. Einer dieser Schnittpunkte ist C' und kann nicht mit P zusam-
menfallen, weil X, D und C' auf einer Geraden liegen. Damit haben wir gezeigt, dass



(a) (b)

Abbildung 2: Konstruktionen zur Losung 2 von Aufgabe 8

P fiir alle X mit dem zweiten dieser Schnittpunkte zusammenféllt.

Es bleibt noch der Fall, dass die Punkte B, P, Y, C in dieser Reihenfolge auf dem Um-
kreis von AABC (siche Abbildung 2(b)). In diesem Fall finden wir /ZPCA = ZPY A =
ZPDB, also ebenfalls a. Der Rest funktioniert genau gleich wie oben.

. Sei Rt die Menge der positiven reellen Zahlen. Bestimme alle Funktionen f : Rt —
R*, sodass fiir alle x,y > 0 gilt

fle+fy) = flx+y)+ fy)

1. Losung

Offenbar ist f(x) = 2x eine Losung und wir zeigen, dass es die einzige ist. Wir zeigen
zuerst, dass f(z) > z gilt fir alle z > 0. Wére f(z) = z, dann folgt mit y = 2 sofort
der Widerspruch f(x + z) = f(x + 2) + f(2) > f(z + 2). Sei also f(z) < z und setze
x=2z— f(z) >0und y = z in die Gleichung ein, dann folgt

f@) == f)+ [(2) = f22 = f(2)) + f(z) > [(2),
ein Widerspruch. Wir definieren eine neue Funktion durch g(z) = f(z) — z und haben
gerade gezeigt, dass g : R — RT. Die gegebene Gleichung wird nun zu g(z + y +
9(y)) = g(x + y) + y, beziechungsweise mit z =z +y > y zu
g(z+9(y) =9(z)+y  furalle z >y >0.

Daraus folgt sofort, dass g injektiv ist. Fiir u,v > 0 wéhlen wir ein w > u + v und
setzen der Reihe nach z = w + g(u),y = v und z = w,y = u + v ein (beachte, dass
dabei z > y gilt), dann folgt

gw+g(u) +9(v)) = gw+g(u)+v=g(w) +u+uv,
gw+glu+v)) = gw)+u+w.

Da die rechten Seiten der beiden Gleichungen iibereinstimmen, folgt aus der Injekti-
vitdt von g unmittelbar

g(u+v) =g(u)+gv),  x,y>0.



Somit ist g streng monoton steigend und bekanntlich folgt daraus, dass g von der
Form g(x) = ax mit einer positiven Konstanten a ist. Einsetzen zeigt a = 1, somit ist
f(z) = 2z wie behauptet.

2. Losung

Wie in der ersten Losung folgt f(x) > z fiir alle x > 0. Wir zeigen zunéchst, dass f
injektiv ist, und nehmen dazu an, es gelte f(a) = f(b) fiir zwei Zahlen a > b > 0.
Setze y = a respektive y = b in die Gleichung ein, fiir alle > 0 folgt dann

fle+a)=flz+fa) = fla) = flz = f(0)) = f(b) = f(x+ D).

Fir z > a gilt also f(x+¢) = f(x) mit ¢ = b—a > 0, somit ist f ab einer bestimmten
Stelle periodisch. Dies widerspricht aber der Abschiatzung f(z) > =z fiir grosse x,
Widerspruch.

Seien nun z,y, z > 0 beliebig. Einerseits gilt
fe+fly+/(2) = fla+fly+2)+f(2)=fz+f(2) + fly+2))

flx+y+z+f(2)+ fly+2)
flx+y+22)+ fly+2)+ f(2),

andererseits aber auch

fla+fly+f(2) = Flaty+ @)+ fly+f(2) = fla+y+F(2) + fly+2)+F2).

Daraus folgt sofort f(z +y+ f(2)) = f(x +y+ 2z), wegen der Injektivitét von f also
x4+ y+ f(2) =z + y+ 2z und somit schliesslich f(z) = 2z fiir alle z > 0.

3. Losung
Wie in der ersten Losung folgt f(x) > x fiir alle x > 0. Wir bendtigen folgendes

Lemma 4. Sei n eine ganze Zahl und seien x,y positive reelle Zahlen mat

n >0,

0
x_y>{—n(f(y)—y) n <0, W

flx+n(fly) —y) = f(x) +nf(y).

Beweis. Dies ist trivial fiir n = 0. Fiir n > 0 verwende man Induktion nach n und
ersetze in der urspriinglichen Gleichung = durch x —y+ (n—1)(f(y) —y) > x—y > 0.
Fiir n < 0 verwende man ebenfalls Induktion (diesmal abwérts) und ersetze x durch

r—y—n(f(y) —y)>0.

dann gilt

O

Wir behaupten nun, dass die Funktion h(z) = f(chc(;sz konstant ist auf R™. Nehme an,
dies sei nicht der Fall und wihle a,b > 0 mit h(a) < h(b). Da die positiven rationalen
Zahlen dicht liegen in R, existieren natiirliche Zahlen k, [ mit (( ; <k < J;((a) =, Wir
wéhlen ein festes © > max{a, b} und erhalten mit dem Lemma fiir jede naturhche Zahl

m die Gleichung

fz+mbk(f(a) = a) = ml(f() =) = f(+mk(f(a) = a)) —mif(b)
= f(@)+m(kf(a) = Lfb),
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dabei ist die Bedingung (1) wegen = > a,b und k(f(a) —a) > I(f(b) — b) bei beiden
Anwendungen erfiillt. Fiir grosse m wird die rechte Seite von obiger Gleichung wegen
kf(a) < lf(b) aber negativ, Widerspruch. Folglich ist also h konstant, und eine Umfor-
mung zeigt, dass auch 1) Lonstant sein muss. Daher existiert eine positive Konstante

¢, sodass fiir alle x > 0 gilt f(z) = cx. Einsetzen zeigt ¢ = 2.

Bemerkung: Die dritte Losung erscheint sehr technisch, ist aber durch folgende geome-
trische Uberlegungen motiviert: Im Fall n = 1 besagt Lemma 4 folgendes: Ist & gross
genug (grosser als y), dann ist neben (z, f(x)) jeweils auch (x+ (f(y) —v), f(x)+ f(v))
ein Punkt auf dem Graphen von f. Die Sekante zwischen diesen Punkten hat die von
x unabhéngige Steigung h(y) = f{;)zﬂy Wiére nun A nicht konstant, dann kénnte man
von einem festen Punkt aus mit einer gewissen Steigung auf dem Graphen von f
schrittweise nach rechts wandern und mit einer grosseren Steigung schrittweise wie-
der zuriick. Wenn man dies lange genug macht, erreicht man aber einen Punkt (u,v)
mit v < 0 < u, der sicher nicht auf dem Graphen liegen kann, ein Widerspruch. Die
Ausfiithrung dieses Arguments beinhaltet gewisse Tiicken, zum Beispiel miissen die
Anzahl Schritte vor und zuriick sehr genau aufeinander abgestimmt werden, dies ge-
schieht in obiger Lésung mit der rationalen Zahl %

Sei P(r) = x* — 223 + px + ¢ ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dessen Nullstellen
alle reell sind. Zeige, dass die grosste dieser Nullstellen im Intervall [1,2] liegt.

Loésung

Seien a, b, ¢, d diese Nullstellen. Nach Vieta gilt a+b+c+d = 2 und ab+ ac+ad+ bc+
bd+ cd = 0. Quadriert man die erste dieser Gleichungen und subtrahiert das Doppelte
der zweiten, dann folgt a? + b? 4+ ¢ + d*> = 4. Wir kénnen a > b > ¢ > d annchmen
und miissen 1 < a < 2 zeigen. Wére a > 2, dann auch a? + 0? + ¢ + d? > a? > 4,
Widerspruch. Wir nehmen nun a < 1 an und unterscheiden zwei Fille. Ist d < —1,
dann folgt a+b+c+d <141+ 1+ (—1) =2, Widerspruch. Ist d > —1, dann gilt
a,b,c,d € ] —1,1] und somit a? + b*> + ¢ + d* < 4, Widerspruch.

Bemerkung: Die beiden Extrema a = 1 und a = 2 werden auch wirklich angenommen,
und zwar nur fiir die Polynome P(x) = z* — 223 + 22 — 1 respektive P(z) = z* — 223.

Sei A = (ay,as,...,a,) eine Folge ganzer Zahlen. Der Nachfolger von A ist die Folge
A" = (a},dl, ..., a),) mit

’ '
a, = {i <kla; <a}| =i >k|a>a}|

Sei Ay eine endliche Folge ganzer Zahlen und fiir £ > 0 sei A, = A}, der Nachfolger
von Ay. Zeige, dass eine natiirliche Zahl m existiert mit A,, = A,,11.

Losung

Wir nennen ein Paar (¢, j) von Indizes mit i < j konstant bzw. steigend, falls a; = a;
bzw. a; < a; gilt. Es gilt folgendes:
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(i) Ist (¢,j) steigend, dann bleibt es auch steigend. Denn gilt a; < a;, dann ist
jedes Folgeglied rechts von j, das grosser als a; ist, auch grosser als a; und jedes
Folgeglied links von 4, das kleiner als a; ist, auch kleiner als a;. Zudem ist aber
noch a; links von j und kleiner als a; und analog a; rechts von ¢ und grosser als
a;. Somit gilt a; < a’.

(i) Ist (4,7) ein konstantes Paar, dann wird es im Nachfolger steigend, ausser im
Fall a; = a;41 = ... = a; wo es fiir immer konstant bleibt. In der Tat zeigt
dieselbe Uberlegung wie in (i) dass a} < a; gilt. Falls nun ein Index k existiert
mit ¢ < k < j und ar # a; = a;, dann ist a; ein zusétzliches Folgeglied, das
entweder rechts von 7 steht und grosser als a; ist oder links von j steht und
kleiner als a; ist. In beiden Féllen gilt dann aber a} < aj.

Sei nun S die Anzahl steigender Paare und sei T' die Anzahl konstanter Paare. Wir ha-
ben gezeigt, dass S und T wihrend den Iterationen monoton steigen, andererseits sind
beide Gréssen nach oben beschrénkt und nehmen nur ganzzahlige Werte an. Folglich
dandern sie sich irgendwann nicht mehr. Das bedeutet aber, dass sich die gegenseitige
Grossenbeziehung der Folgeglieder ab diesem Zeitpunkt nicht mehr &ndert. Das heisst,
es dndert sich nichts mehr an der Anzahl Folgeglieder, die kleiner oder grosser als ein
festes a; sind und links oder rechts von k stehen, mit anderen Worten: nach einem
weiteren Schritt dndert sich die Folge nicht mehr.

Bemerkung: Indem man auch noch die “fallenden” Paare in die Betrachtungen mit
einbezieht, kann man leicht zeigen, dass die Folge monoton steigend werden muss,
bevor sie sich stabilisiert.

Ausserdem lésst sich aus obigem Argument eine effektive Schranke fiir das kleinste
m mit A,, = A,,+1 herausschilen, diese Schranke wéchst allerdings quadratisch in n.
Computerexperimente zeigen jedoch, dass m hochstens linear in n zu wachsen scheint,
fiir n = 11 zum Beispiel ist stets m < 6. Wir haben keine Erkldrung fiir dieses Phéno-
men.

Seien x, y, n natiirliche Zahlen mit x > 3, n > 2 und
2 4+ 5=qy"

Zeige, dass jeder Primteiler p von n die Kongruenz p =1 (mod 4) erfiillt.

Losung

Ist n = 2k gerade, dann ist 5 = (y*)? — 22 Differenz von zwei Quadraten. Dies ist nur
fir y* = 3 und x = 2 moglich, im Widerspruch zu = > 3. Folglich ist jeder Primteiler
von n ungerade.

Ist x ungerade, dann ist die linke Seite durch 2 aber nicht durch 4 teilbar, im Wi-
derspruch zu n > 2. Folglich ist x gerade und somit y ungerade. Daraus folgt weiter
y=y"=12>+5=1 (mod 4).

Wir benotigen nun:

Lemma 5. Sind a, b ganze Zahlen und ist p > 3 ein Primteiler von a® + b*, dann
sind entweder a und b durch p teilbar oder es gilt p =1 (mod4).



Beweis. Wir kénnen p fa, b annehmen. Nach Voraussetzung gilt dann (ab™')? = —1,
also auch (ab™)* = 1 (mod p). Wegen p > 3 ist die Ordnung von ab~! modulo p
folglich 4. Andererseits ist diese Ordnung ein Teiler von ¢(p) = p — 1, daraus folgt
p =1 (mod 4) wie gewiinscht. O

Sei nun p ein Primteiler von n. Da p und y ungerade sind, ist auch N = y?~'4. . +y+1
ungerade. Wegen

N=y '+ +y+1|y—1|y"—1=2*+4

und dem Lemma erfiillt jeder Primteiler ¢ von N die Kongruenz ¢ = 1 (mod 4),
somit gilt auch N = 1 (mod 4). Andererseits ist wegen y = 1 (mod 4) aber auch
N=1+...41=p (mod 4). Dies zeigt p = 1 (mod 4) wie gewiinscht.



