Losungen zur SMO Finalrunde 2008

erste Priifung - 14. Marz 2008

1. Sei ABC ein Dreieck mit ¢ BAC # 45° und 4 ABC # 135°. Sei P der Punkt auf
der Geraden AB mit & CPB = 45°. Seien O; und O, die Umkreismittelpunkte der
Dreiecke ACP und BCP. Zeige, dass die Fliache des Vierecks CO; PO, gleich gross ist
wie die Flache des Dreiecks ABC'.

Losung

Da O; und O, auf der Mittelsenkrechten der Strecke AP liegen, ist das Dreieck AO;0s
kongruent zum Dreieck PO;0;. Es geniigt also zu zeigen, dass die Flache des Drei-
ecks AO104 halb so gross ist wie die Fliache des Dreiecks ABC. Wir zeigen zuerst,
dass die beiden Dreiecke dhnlich sind. Falls ¢ CBA < 45° gilt nach dem Peripherie-
Zentriwinkelsatz

1
%( 0102A - 5 & POQA - ﬁ CBA,
und falls ¢ CBA > 45° gilt dhnlich

3 0104 = % 4 POyA = 180° — 4 PBA = 4 CBA.

Analog folgt 4 0,01 A = 4 BC' A, wie behauptet. Wieder nach dem Peripherie-Zentriwinkelsatz
ist $ CO1A =29 CPA = 90° und wegen O1A = O,C ist AO,C ein gleichschenk-
lig rechtwinkliges Dreieck. Es gilt also AC = v2A0,. Die Fliche des Dreiecks ABC
ist also wie gewiinscht um den Faktor (v/2)? = 2 grosser als die Fliche des Dreiecks

A0, 0.

2. Bestimme alle Funktionen f : RT — R*, sodass fiir alle z,y > 0 gilt:

Foy) < W) S @)

2
Losung
Sei a = f(1) > 0. Setze y = 1, dann folgt f(z) < 3(za + f(x)), also f(z) < ax.
Setze nun y = %, unter Verwendung der eben gezeigten Abschétzung folgt weiter

a<3(@f()+1f(2) <3(x-al+1f(z)) <3(a+ if(x)), also f(z) > ax. Insgesamt

gilt also f(z) = ax fiir alle z > 0 und Einsetzen zeigt, dass dies tatséchlich fiir jedes
a > 0 eine Losungen der Funktionalungleichung ist.



3. Zeige, dass jede Zahl der Form

25

95 4+4545'.

durch 2008 teilbar ist, wobei die Exponententiirme beliebige, voneinander unabhéngige
Hohen > 3 haben.

Loésung

Es gilt 2008 = 8 - 251 und offensichtlich ist jeder der beiden Summanden in der Auf-
gabenstellung durch 8 teilbar. Es geniigt daher zu zeigen, dass die Summe auch durch
251 teilbar ist. Modulo 251 gilt 2 = 256 = 5 und daher 2% = 2-5% = 250 = —1.
Ausserdem ist 4% = (2%)2 = (—1)? = 1.

Der Exponent des ersten Summanden ist nach Voraussetzung eine echte Potenz von

5 und somit ein ungerades Vielfaches von 25, das heisst, es gilt 527 = 25u mit u
ungerade. Analog ist der Exponent des zweiten Summanden ein Vielfaches von 25, wir

schreiben 5%° = 250. Dies ergibt schliesslich

25 445 =P 4 4% = (—1)* 41" =0 (mod251).

4. Betrachte drei Seitenquadrate eines n X n x n-Wiirfels, die an einer der Wiirfelecken
zusammenstossen. Fiir welche n ist es moglich, diese vollstéandig und iiberlappungsfrei
mit Papierstreifen der Grosse 3 x 1 zu bedecken? Die Papierstreifen konnen dabei auch
iiber Wiirfelkanten hinweggeklebt werden.

Losung

Wenn n durch 3 teilbar ist. Fiihre in jeder Seitenfliche Koordinaten ein, sodass (1,1)
das Feld in der gemeinsamen Ecke ist und (n,n) das diametrale Eckfeld. Féarbe alle
Felder (a,b) mit a,b # 2 (mod 3) schwarz und den Rest weiss. Dann bedeckt jeder
Papierstreifen eine gerade Anzahl schwarzer Felder und somit muss die Gesamtzahl
schwarzer Felder gerade sein. Eine kurze Rechnung zeigt aber, dass die Anzahl schwar-
zer Felder pro Seitenfliche fiir n = 3m + 1 und n = 3m + 2 gleich (2m + 1)? ist, also
ungerade. Somit ist auch die Gesamtzahl schwarzer Felder ungerade, ein Widerspruch.
Also muss n durch 3 teilbar sein. In diesem Fall lisst sich aber sogar jede Seitenfléche
einzeln mit Papierstreifen bedecken.

5. Sei ABC'D ein Quadrat mit Seitenldnge 1 in der Ebene. Bestimme den geometrischen
Ort aller Punkte P mit der Eigenschaft

AP-CP+BP-DP =1.



1. Losung

Der gesuchte Ort ist die Vereinigung der beiden Diagonalen des Quadrates. Wir fithren
Koordinaten ein und setzen A = (0,0), B = (1,0), C = (1,1), D = (1,0) und P =
(a,b). Es gilt dann nach CS

AP-CP+ BP-DP Va2 +02/(1 =02 + (1 —a)2 + /(1 — a)2 + b2y/(1 — b)? + a2
(la(X =) + [b(1 — a)[) + (I(1 — a)(1 = b)| + |ab])

>
> a(l—=b)+b(1l—a)+(1—a)(l—0)+ab=1.

In der zweiten Abschétzung gilt Gleichheit genau dann, wenn a,b,1 —a, 1 — b alle das-
selbe Vorzeichen haben, das heisst, wenn P im Innern oder auf dem Rand des Quadrats
liegt. In der ersten Abschitzung gilt Gleichheit genau dann, wenn die Vektoren (a, b)
und (1 —b,1 — a) kollinear sind, ebenso wie die Vektoren (a,1 —b) und (b,1 —a). Eine
kurze Rechnung zeigt, dass dies genau dann der Fall ist, wenn a = b oder a +b = 1
gilt, also dann wenn P auf einer der beiden Diagonalen des Quadrates liegt.

2. Losung

Wir nehmen zuerst an, dass der Punkt P im Innern oder auf dem Rand des Quadra-
tes liegt. Offenbar erfiillen die vier Eckpunkte die Bedingung, wir nehmen daher im
Folgenden P # A, B,C, D an. Sei () die Translation von P um den Vektor DA. Nach
Konstruktion gilt CP = BQ und DP = AQ). Der Satz von Ptoleméaus ergibt nun fiir
das Viereck AQBP

AP.-CP+BP-DP=AP -BQ+BP-AQ>AB-PQ=1-1=1.

Gleichheit gilt genau dann, wenn AQBP ein Sehnenviereck ist, was wir im Folgenden
annehmen. Das Viereck PQ BC' ist ein Parallelogram und daher gilt

4 PAB = 4 PQB = 4 PCB,

was gleichbedeutend damit ist, dass P auf einer der beiden Diagonalen des Quadrates
liegt.

Schliesslich betrachten wir den Fall, wo P ausserhalb des Quadrates liegt. Wir kénnen
oBdA annehmen, dass P auf der anderen Seite der Geraden C'D liegt als die Punkte
A, B. Wie man leicht sieht, verkleinert sich die Summe strikt, wenn wir P auf die
Gerade C'D projizieren. Nach 2-maligem Anwenden einer solchen Projektion liegt der
Punkt auf den Rand des Quadrates und nach dem schon Gezeigten ist die Summe fiir
einen Punkt ausserhalb des Quadrates immer grosser als 1.

6. Bestimme alle ungeraden natiirlichen Zahlen der Form

p+yq
p—q



wobei p > ¢ Primzahlen sind.

1. Losung

Sei n diese Zahl. Nach Voraussetzung gilt n(p — ¢) = p+ q = (p — q) + 2q, folglich ist
p — q ein Teiler von 2q. Wegen ggT(p — ¢q,q) = 1 gilt daher p — ¢ =1 oder p — ¢ = 2.
Im ersten Fall ist p oder g gerade, also p = 3,¢ = 2 und n = 5. Im zweiten Fall sind p
und ¢ ungerade und somit ist n = 24 = 22 — 44 1 gerade, Widerspruch. Die einzige

p—q T2
solche Zahl ist daher n = 5.

2. Losung

Wir betrachten wieder die Gleichung n(p — q¢) = p + ¢. Wir nehmen zuerst an, p und ¢
seien ungerade. Im Fall p = ¢ (mod 4) ist die linke Seite der Gleichung durch 4 teilbar,
die rechte aber nicht. Im Fall p # ¢ (mod 4) ist die rechte Seite durch 4 teilbar, die
linke aber nicht da n ungerade ist. Dieser Widerspruch zeigt ¢ = 2. In diesem Fall ist

schliesslich n = % =1+ ﬁ, also ist p — 2 ein Teiler von 4 und somit ist p = 3 und
n = 5.
3. Losung

Umformen der Gleichung aus der zweiten Losung ergibt p(n — 1) = ¢(n+1). Da p und
q teilerfremd sind, gilt n + 1 = ap und n — 1 = bq fiir natiirliche Zahlen a, b. Einsetzen
zeigt a = b und daher gilt a(p —q) = (n+ 1) — (n — 1) = 2. Wieder folgt p — ¢ =1
oder = 2 und man kann wie in der ersten Losung schliessen.

. Ein 8 x 11-Rechteck wird irgendwie in 21 Gebiete zerlegt, wobei jedes dieser Gebiete
zusammenhéngend ist und aus Einheitsquadraten besteht, deren Kanten parallel zu
den Kanten des Rechtecks liegen. Beweise, dass mindestens zwei dieser Gebiete bis auf
Rotationen und Spiegelungen dieselbe Form haben.

Losung

Nehme an, dies sei nicht der Fall. Das Rechteck hat Fliche 88. Die Anzahl zusam-
menhéngender Teile aus 1, 2, 3 respektive 4 Einheitsquadraten ist gleich 1, 1, 2 re-
spektive 5, wie man sich leicht iiberlegt. Wenn nun keine zwei Teile in der Zerlegung
dieselbe Form haben, dann ist die Gesamtflache der 21 Teile also mindestens

1+2+B3+3)+(4+4+44+44+4)+(B+...+5) =89 > 88,
12

ein Widerspruch.



8. Sei ABCDEF ein konvexes Sechseck mit einem Umkreis. Beweise, dass sich die Dia-
gonalen AD, BE und C'F genau dann in einem Punkt schneiden, wenn gilt
AB CD EF ] (1)
BC DE FA

1. Losung

Wir nehmen zuerst an, dass sich die Diagonalen in einem Punkt S schneiden. Es gilt
JASB = ¢ DSE und 4 BAS = 4 DES, letzteres weil beides Peripheriewinkel iiber
der Sehne BD sind. Also sind die Dreiecke ABS und EDS &hnlich. Analog zeigt man
die Ahnlichkeit der Dreiecke BC'S und FES sowie der Dreiecke CDS und AF'S. Diese
Ahnlichkeiten liefern die Verhiltnisse (beachte die Asymmetrie)

AB BS BC  BS cD DS

DE DS’ EF FS  FA FS’
und Multiplikation ergibt (1).
Fiir die Umkehrung argumentieren wir riickwérts. Dazu gehen wir von der Situation
aus, wo sich alle drei Diagonalen in einem Punkt schneiden und verschieben die Ge-
rade AD parallel in Richtung von E und F. Wihrend dieser Verschiebung nehmen
die Langen AB und C'D strikt zu, wogegen DE und F' A strikt abnehmen. Insgesamt
wéchst also die linke Seite von (1) streng monoton. Analog fallt sie streng monoton bei
einer Verschiebung in Richtung von B und C'. Folglich gibt es hochstens eine Position
der Geraden AD, sodass (1) gilt und nach dem ersten Teil ist das dann der Fall wenn
sich die Diagonalen in einem Punkt schneiden.

2. Losung

Wir nehmen wieder zuerst an, dass sich die Diagonalen in einem Punkt S schneiden.
Wie in der ersten Losung erhélt man die drei Paare &hnlicher Dreiecke. Daraus folgt
(diesmal zyklisch)

AB CD EF AB EF CD SB SE SD SB-SE

BC DE FA DE BC FA SD SC SF SC-SF
Eine Anwendung des Potenzsatzes auf S und den Umkreis des Sechsecks zeigt, dass
der letzte Bruch den Wert 1 hat.

Die andere Richtung beweisen wir riickwérts. Angenommen die drei Diagonalen schnei-
den sich nicht in einem Punkt. Der Schnittpunkt von BE und FC sei S. Die Gerade
AS schneide den Kreis nochmals in D' # D. Da 1 nach dem schon Gezeigten sowohl
fiir D als auch fiir D’ gilt, folgt

ED ED

DC — DC’
was ist aber nicht moglich ist, da dieses Verhiltnis streng monoton wéchst, wenn man
D’ von E nach C bewegt.



9. Betrachte sieben verschiedene Geraden in der Ebene. Ein Punkt heisst gut, falls er
auf mindestens drei dieser Geraden liegt. Bestimme die grosstmogliche Anzahl guter
Punkte.

1. Losung

Man iiberlegt sich leicht, dass 6 gute Punkte mdoglich sind. Wir zeigen nun, dass dies
die grosstmogliche Anzahl guter Punkte ist. Wir nennen die sieben Geraden aus der
Aufgabenstellung gut, um sie von irgendwelchen anderen Geraden zu unterscheiden.

Fiir n > 2 sei a,, die Anzahl guter Punkte, die auf genau n guten Geraden liegen. Wir
zéhlen die Paare (P,{g1,¢92}) aus einem guten Punkt und einem ungeordneten Paar
von zwei guten Geraden, sodass P € g; N go.

(i) Nach Definition von a, sind dies genau

Zan(g) = a9+ 3az + 6ays + ...

n>2

(ii) Andererseits gibt es (;) = 21 mogliche Wahlen fiir {g;, g2} und fiir jede solche
Wahl gibt es hochstens einen Schnittpunkt der beiden Geraden.

Insgesamt folgt also as + 3as + 6a4 + ... < 21. Gibt es nun mindestens 7 gute Punkte,
dann gilt a3 + a4 + a5 + ... > 7. Diese beiden Abschéitzungen kénnen nur fiir ag =
T,a5 = ay = a5 = ... = 0 erfullt sein, und dann gilt in (ii) Gleichheit. Insbesondere
gibt es genau 7 gute Punkte, keine zwei gute Geraden sind parallel und wegen as = 0
ist jeder Schnittpunkt von zwei guten Geraden ein guter Punkt, das heisst, durch jeden
Schnittpunkt von zwei dieser Geraden geht noch eine dritte.

Aus dem folgenden Lemma folgt nun aber, dass hochstens eine guter Punkt existiert,
ein Widerspruch.

Lemma 1. Gegeben seien n Geraden in der Ebene, die paarweise nicht parallel sind.
Geht durch jeden Schnittpunkt von zweien noch eine dritte, dann schneiden sich alle n
Geraden in einem Punkt.

Beweis. Nehme an, es gehen nicht alle Geraden durch einen Punkt und wéhle ein Paar
(S,g) aus einem Schnittpunkt S zweier Geraden und einer dritten Geraden g, die S
nicht enthélt, sodass der Abstand von S zu g unter all diesen Paaren minimal ist (nach
Annahme gibt es ein solches Paar). Sei P die Projektion von S auf g. Durch S gehen
mindestens drei Geraden ¢, g2, g3 und diese schneiden ¢ in den Punkten P;, P, Ps.
Davon liegen sicher zwei auf derselben Seite von P, wir kénnen also oBdA annehmen,
dass P, P,, P in dieser Reihenfolge auf g liegen, wobei P, = P zugelassen ist. Dann ist
aber der Abstand von P, zu ¢y kleiner als der Abstand von S zu g, ein Widerspruch.

O



2. Losung

Wir zeigen, dass nicht n > 7 gute Punkte auftreten konnen und zéhlen dazu die Anzahl
der Paare (P, g) aus einem guten Punkt P und einer guten Geraden g, sodass P auf
g liegt, auf zwei Arten. Einerseits liegen auf keiner guten Geraden 4 oder mehr gute
Punkte, denn dafiir wéren mindesten 9 gute Geraden notig. Folglich gibt es hochstens
7 -3 = 21 solche Paare. Andererseits liegt jeder der n guten Punkte auf mindestens
3 guten Geraden, folglich gibt es mindestens 3n Paare. Insgesamt folgt 3n < 21 und
somit n < 7. Im Fall n = 7 gilt in allen Abschétzungen Gleichheit, insbesondere liegen
auf jeder guten Geraden genau drei gute Punkte.

Als néchstes zeigen wir, dass jede Verbindungsgerade zweier guter Punkte gut ist und
zéhlen dazu die Anzahl Paare ({ P, P»}, g) aus einem ungeordneten Paar guter Punkte
und einer guten Geraden, sodass P;, P, € g, auf zwei Arten. Einerseits gibt es (;) =21
mogliche Wahlen fur {P;, Po} und fiir jede solche hdchstens eine gute Gerade g, die
beide Punkte enthélt. Andererseits liegen auf jeder guten Geraden genau 3 gute Punkte,
also ist die Anzahl solcher Paare gleich 7(3) = 21. Ein Vergleich zeigt nun, dass in der
ersten Abschétzung Gleichheit gelten muss, dies ist die Behauptung.

Die gesammelten Informationen widersprechen jetzt dem folgenden Resultat:

Lemma 2 (Sylvester). Gegeben seien n Punkte in der Ebene. Enthdlt jede Gerade
durch zwer dieser Punkte noch einen dritten, dann sind alle n Punkte kollinear.

Proof. Nehme an, die Punkte seien nicht alle kollinear und wiéhle ein Paar (S, g) aus
einer Geraden g durch zwei der Punkte und einem dritten Punkt .S, der nicht auf gliegt,
sodass der Abstand von S zu g unter allen solchen Paaren minimal ist (nach Annahme
gibt es ein solches Paar). Sei P die Projektion von S auf g. Nach Voraussetzung liegen
auf g mindestens drei der n Punkte. Davon liegen sicher zwei auf derselben Seite von
P, wir konnen also oBdA annehmen, dass P;, P, P in dieser Reihenfolge auf g liegen,
wobei P, = P zugelassen ist. Nun ist aber der Abstand von P, zu der Geraden durch
P, und S kleiner als der Abstand von S zu g, ein Widerspruch.

O

3. Losung

Wie in der ersten Losung zeigt man, dass im Fall von n > 7 guten Punkten keine
zwei gute Geraden parallel sein konnen, dass jeder gute Punkt auf genau drei guten
Geraden liegt und dass der Schnittpunkt zweier guter Geraden ein guter Punkt sein
muss. Aus der zweiten Losung folgt ausserdem, dass jede Verbindungsgerade zweier
guter Punkte gut sein muss, wir geben hier noch ein alternatives Argument: Seien Py, Py
zwei gute Punkte, deren Verbindungsgerade nicht gut ist. Dann gehen durch P, und
P; je (mindestens) drei gute Geraden und diese sind paarweise verschieden. Ausserdem
koénnen sich keine drei dieser Geraden in einem guten Punkt # P;, P, schneiden, denn
sonst wéren zwei davon gleich. Folglich liegen alle anderen guten Punkte auf der siebten
guten Geraden. Somit konnen dies hochstens drei Stiick sein, im Widerspruch zun > 7.



10.

Betrachte nun die konvexe Hiille H aller guten Punkte. Diese ist ein konvexes m-Eck
mit m > 3, dessen Seiten alle auf guten Geraden liegen, wir nennen sie die Trigerge-
raden. Wére m > 4, dann kénnen wir zwei nicht benachbarte Seten von H wéhlen,
deren Tragergeraden schneiden sich dann in einem guten Punkt ausserhalb von H,
Widerspruch. Daher ist H ein Dreieck. Wir zeigen nun, dass jede gute Gerade g, die
keine Triagergerade ist, durch (genau) einen Eckpunkt von H geht. Wire dies nicht
so, dann wiirden mindestens zwei der drei Eckpunkte von H auf derselben Seite von g
liegen und g wiirde die Trégergerade durch diese beiden Eckpunkte ausserhalb von H
schneiden, Widerspruch. Folglich gibt es einen Eckpunkt, der auf zwei Tragergeraden
und noch mindestens zwei anderen guten Geraden liegt, ein Widerspruch dazu, dass
jeder gute Punkt auf genau drei guten Geraden liegt.

Finde alle Paare («, 3) von positiven reellen Zahlen mit folgenden Eigenschaften:
(a) Fiir alle positiven reellen Zahlen x,y, z, w gilt
z+y° + 24w > azyzw)P.

(b) Es gibt ein Quadrupel (z,y,z,w) von positiven reellen Zahlen, sodass in (a)
Gleichheit gilt.

Losung

Sei (a, 3) ein Paar wie in der Aufgabenstellung. Wir bemerken zuerst, dass fiir festes (3
hochstens ein v wie in (b) existiert, denn « ist dann die grdsste positive reelle Zahl, fiir
die (a) gilt. Setze nun o =5 y = #3, z = t* und w = ¢ fiir ¢ > 0, dann gilt insbesondere
418 > at'?? | also

6-128 a

fiir alle ¢ > 0. Fiir sehr kleine ¢t kann diese Abschéatzung nur gelten, wenn der Expo-
nent auf der linken Seite nicht negativ ist. Fiir grosse ¢t hingegen nur dann, wenn der
Exponent nicht positiv ist. Folglich muss § = % sein.

Andererseits erhalt man mit AM-GM

T T 2 2 2 23 23
et = (Grsg)e (G ) s (5 ) e
~———

Gleichheit gilt fir (x,y
einzige Paar (a, 8) = (2



